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1974 年 ，H.H.Rosenbrock 在 讨论 复杂 的 电网 问题 时 , 建立 了 
退化 微分 系统 ， 这 是 本 方向 已 知 的 最 早 的 研究 工作 

由 于 诸如 控制 系统 、 管 理 系统 、 生 态 系统 、 电 力 系统 、 工 业 
工程 系统 等 实际 系统 中 大 量 涌现 退化 的 情形 ， 使 这 一 分 支 引 起 国 
内 外 学 者 的 广泛 关注 ， 并 且 出 现 了 系统 研究 的 专著 . 如 1982 年 
S.L.Campbell 的 “ Singular Systems of Differential Equations ” 
和 1988 年 U.E.Boyarinchev 的 “ Solution of Ordinary Differential 
Equation of Degenerate System "等 等 . 但 是 迄今 为 止 , 研究 工作 主 
要 限于 常 微 系统 的 情形 ， 或 者 说 没有 顾及 广泛 存在 的 至 关 重要 的 
时 洁 的 影响 ， 而 本 书 作者 近年 来 对 这 一 课题 的 研究 工作 则 充分 考 
虑 了 时 滞 的 普遍 存在 内容 涉及 : 借助 广义 逆 阵 完整 地 建立 了 线性 
系统 的 基本 理论 ,进而 讨论 了 解 的 稳定 性 、 周 期 解 的 存在 性 、 系 统 
的 可 控 性 和 最 优 控制 及 其 应 用 等 等 问题 , 得 到 较为 系统 的 结果 . 本 
书 是 这 些 工作 的 总 结 ， 是 上 述 两 专著 的 自然 发 展 

限于 篇 幅 ， 对 微分 方程 与 控制 理论 的 一 般 概念 和 理论 ， 本 书 
都 假定 读者 已 经 具备 , 书 中 只 引用 有 限 的 、 必 和 需 的 广义 逆 阵 知识 . 
因而 ， 可 供 系统 论 、 控 制 论 、 现 代 管理 、 工 业 工程 和 其 它 相关 领域 
的 科学 研究 人 员 、 工程 技术 人 员 和 研究 生 使 用 , 有 兴趣 的 读者 一 定 
可 以 从 中 看 到 大 量 有 待 解决 与 推广 的 研究 问题 

相信 本 书 的 出 版 ， 一 定 能 引起 广泛 的 兴趣 ， 使 更 多 的 同行 加 
入 到 这 一 研究 领域 


郑 祖 麻 
一 九 九 八 年 二 月 
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401 背景 与 意义 


大 约 在 两 个 世纪 以 前 ， 人们 就 发 现 了 第 一 个 泛 函 方程 . 从 此 ， 
人 们 对 泛 函 方程 逐渐 有 所 认识 . 特别 是 近 20 年 来 ， 随 着 对 诸如 管 
理 系统 、 生 态 系统 、 电 力 系统 、 工 业 工程 系统 等 实际 系统 的 建 模 、 
设计 、 分 析 和 应 用 的 深入 发 展 ， 人 们 越 来 越 重视 时 滞 现 象 ， 并 进行 
了 系统 的 研究 ， 取 得 了 实质 的 、 全 面 的 进展 . 

同时 人 们 也 发 现 , 系统 的 退化 现象 也 是 实际 系统 的 普遍 现象. 
从 60 年 代 开 始 到 现在 ， 关 于 时 淳 微分 系统 的 研究 已 有 长 足 发 展 . 
而 关于 退化 微分 系统 则 是 从 70 年 代 以 来 才 有 所 研究 。 所 得 结果 越 
来 越 精确 地 描述 了 现实 世界 中 的 动力 系统 . 

首先 提出 研究 退化 动态 系统 问题 的 是 H.H.Rosenbrock, 他 在 讨 
论 复杂 的 电网 系统 中 , 建立 了 退化 的 微分 系统 , 并 对 此 作 了 比较 系 
统 的 研究 ， 接 着 ， D.G.Luenberger 发 现 动态 投入 产 出 系统 是 典型 
的 退化 系统 . 近 10 年 来 关于 退化 系统 的 研究 ， 也 有 很 大 的 进展 . 
S.L Campbell 的 专著 Singular Systems of Differential Equations, 和 
Boyarinchev.U.E. 的 Solution of Ordinary Differential Equation of 
Degenerate System, 非常 系统 地 总 结 了 退化 微分 系统 方面 的 许多 
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论文 的 主要 成 果 , 已 经 成 为 退化 微分 系统 的 经 典 论著 . 我 国学 者 戴 
立意 的 专著 Singular Control Systems, 也 比较 全 面 地 集中 了 广义 控 
制 系 统 的 诸多 论文 的 精华 . 

可 以 说 , 关于 时 滞 系 统 和 退化 系统 的 研究 , 近年 来 已 有 非常 大 
WER. 但 是 这 两 方面 的 研究 尚 有 许多 问题 需要 进一步 讨论 . 

我 们 注意 到 ,在 许多 实际 系统 中 ,要 对 其 准确 地 描述 ， 从 而 对 
其 更 精确 地 设计 、 分 析 和 应 用 ,就 必需 同时 考虑 时 洁 的 影响 和 退化 
现象. 

11 某 企业 有 两 种 产品 ， 在 时 刻 t 库存 最 分 别 为 r(t), 
zalt). 设 z(t) = (z1(€), z2(€))T, 这 里 “ ”表示 转 置 ， 并 设 u(t) = 
(u(t), u(t)" 为 这 两 种 产品 的 生产 率 ， s(t) = (s1(t), s2(t))7 为 两 
种 产品 的 销售 率 ， 则 有 


z(t) = —s(t) + u(t) (ал) 


一 般 说 来 ， 销 售 率 s(t) 与 产品 在 二 时刻 及 + — 1 时 刻 的 库存 
基 z(t),z(t — 1) 有关， 而且 与 t 时 刻 库 存 率 ilt) HX, U s(t) = 
Eıż(t) - Az(t) – Bz(t - 1), 代入 (11) 得 


(L, + E1)i(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + u(t) (12) 


其 中 h є R”? 为 二 阶 的 单位 矩阵 . 

ШЖ | + E) | = 0, 则 该 系统 即 为 退化 时 滞 系 统 . 

由 此 可 见 ， 既 含有 时 滞 又 具有 退化 性 的 系统 的 确 是 普遍 存在 
的 . 很 有 必要 对 其 进行 深入 讨论 . 但 是 对 这 类 系统 的 研究 ,由 于 其 
WERK, 到 目前 为 止 尚 不 多 见 . 其 基本 理论 、 稳 定性 、 控 制 理 论 
和 应 用 ,需要 一 系列 的 系统 的 研究 . 这 也 将 成 为 具有 十 分 重要 的 理 
论 价值 和 实用 价值 的 研究 领域 . 
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02 ”本 书 所 做 的 工作 


本 书 就 是 基于 上 节 所 述 的 思想 ， 对 时 洁 微 分 系统 和 退化 时 洁 
微分 系统 的 基本 理论 、 稳定 性 、 能 控 性 和 最 优 控制 等 理论 问题 及 其 
应 用 作 深 入 研究 ， 并 给 出 一 些 重要 结论 ， 全 书 共 分 六 章 . 

第 一 章 给 出 本 书 所 必需 的 预备 知识 , 讨论 奇异 矩阵 束 , 正则 矩 
阵 和 广义 逆 阵 的 基本 知识 . 

第 二 章 首 先 对 时 灌 系 统 进行 分 类 , 给 出 广义 时 洁 微 分 系统 、 退 
化 滞后 微分 系统 、 退 化 中 立 型 油分 系统 等 等 概念 . 随后 给 出 退化 时 
洁 微 分 系统 的 形式 及 其 等 价 形式 ,讨论 其 可 解 性 ,得 到 了 其 可 解 的 
判别 条 件 . 最 后 , 我 们 就 退化 滞后 微分 控制 系统 的 输出 反馈 正常 化 
问题 ， 给 出 充分 必要 条 件 . 

第 三 章 讨论 了 退化 滞后 线性 微分 系统 的 解 的 指数 估计 和 退化 
线性 系统 解 的 表示 问题 . 第 一 节 就 退化 滞后 微分 系统 , 给 出 了 其 解 
的 指数 估计 式 . 在 第 二 节 中 , 对 退化 滞后 线性 微分 系统 进行 讨论 ， 
得 到 解 的 表示 .然后 ,就 退化 中 立 型 微分 系统 进行 分 解 ， 用 迭 加 原 
理 得 到 其 常数 变易 公式 和 通 解 . RE, 还 就 退化 时 潜 差 分 系统 进行 
讨论 ， 给 出 其 通 解 . 

第 四 章 主要 给 出 关于 退化 时 沾 微 分 系统 的 稳定 性 和 周期 解 问 
题 的 结果 . 第 一 节 介绍 时 灌 微 分 系统 稳定 性 的 V - 泛 函 方法 . 第 
二 节 、 第 三 节 分 别 给 出 二 维和 三 维 退化 时 灌 微 分 系统 的 全 时 灌 稳 
定 的 代数 判 据 ， 第 四 节 就 退化 时 洁 微 分 系统 的 周期 解 的 存在 问题 
进行 讨论 ， 特 别 是 讨论 了 二 维 退 化 滞后 微分 系统 的 周期 解 存在 癌 
题 ， 给 出 相应 结果 . 
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第 五 章 研究 了 时 滞 系 统 的 能 控 性 问题 . 共 分 五 节 讨论 . 其 中 ， 
第 一 节 讨论 退化 时 滞 控 制 系统 的 能 控 性 ， 得 到 一 些 充 要 条 件 . 第 二 
节 讨论 滞后 控制 系统 的 能 控 性 与 终点 时 刻 间 的 相关 性 ， 给 出 一 系 
列 能 控 性 的 新 概念 和 有 效 判 据 ， 第 三 节 讨论 线性 灌 后 系统 的 输出 
能 控 性 , 给 出 完全 输出 能 控 性 、 输 出 能 控 集 等 概念 ,得 到 其 完全 输 
出 能 控 的 充 要 条 件 ， 第 四 节 讨论 中 立 型 线性 控制 系统 的 能 控 性 问 
题 , 得 到 一 些 能 控 的 充 要 条 件 . 第 五 节 讨论 非 线性 中 立 型 控制 系统 
函数 能 控 性 ， 用 全 新 的 概念 和 方法 ， 得 到 一 些 重要 结果 . 

第 六 章 有 四 节 , 分 别 讨论 了 时 洁 系 统 的 一 般 化 最 优 控制 、 状 态 
右 端 受 限 的 灌 后 控制 系统 的 最 优 控制 、 中 立 型 线性 控制 系统 的 最 
优 控 制 和 时 洲 现 金管 理 系统 的 最 优 控制 , 并 得 到 一 些 结果 . 这 些 理 
论 和 应 用 均 创造 性 地 拓 广 了 最 优 控制 理论 和 应 用 . 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ， 得 到 了 王 志 成 教授 和 郑 祖 麻 教 授 的 无 
微 不 至 的 关怀 和 悉心 指导 . 他 们 严谨 的 治学 态度 ,渊博 的 学 术 知 识 
和 无 私 的 奉献 精神 给 我 留 下 了 深刻 的 印象 , HREM, DAR 
辟 ， 正 是 在 他 们 的 指导 和 帮助 下 ， 本 书 才 得 以 顺利 完成 . 

真诚 地 感谢 湖南 大 学 应 用 数学 系 的 钱 祥 征 教授 、 广 建设 教授 
和 黄 立 宏 教授 , 他 们 一 直 关心 着 本 书 的 进展 , 并 在 个 方面 给 予 了 很 
大 的 帮助 . 

特别 感谢 张 康 培 教授 , 他 在 本 书 的 写作 过 程 中 , 给 予 了 很 多 的 
指导 和 帮助 . 

此 书 的 大 部 分 内 容 曾 在 王 志 成 教授 指导 下 的 应 用 数学 讨论 班 
和 郑 祖 床 教授 指导 下 的 泛 函 微分 方程 讨论 班 中 讨论 过 , EREB. 
在 此 对 讨论 班 的 各 位 师长 ， 各 位 同仁 和 各 位 师兄 弟 的 有 益 讨 论 和 
帮助 表示 由 衷 的 感谢 . 

也 感谢 湖南 大 学 应 用 数学 系 的 领导 和 各 位 老师 所 给 予 的 亲切 
关怀 和 帮助 . 

我 还 要 感谢 安徽 大 学 各 级 领导 和 同事 对 我 的 支持 和 关心 . 
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最 后 ， 我 还 要 对 我 的 家 人 多 年 来 给 予 我 的 真诚 的 支持 和 无 私 
的 奉献 ， 表 示 深 深 的 谢意 . 

此 外 ,由 于 书稿 仓促 付 印 , 不 妥 之 处 在 所 难免 ， 敬 祈 读 者 批评 
WE. 


第 一 章 预备 知识 


本 章 我 们 给 出 本 书 所 必需 的 预备 知识 ， 在 第 一 节 中 我 们 讨论 
奇异 矩阵 束 的 概念 , 第 二 节 我 们 来 讨论 正则 矩阵 , 第 三 节 给 出 广义 
ЗИРЕ ЕЖ ЯНА. 


йл SERER 


本 节 我 们 给 出 异 矩阵 束 的 基本 概念 和 相应 的 基本 知识 . 

定义 1.1 对 于 阶 数 同 为 m x n 的 两 个 矩阵 A,B 和 纯 数 变量 
入 称 4+ AB HERR. 

一 般 地 ， 我 们 将 所 有 的 矩阵 束 分 成 正则 和 矩阵 束 和 异 矩 阵 束 两 
类 . 

定义 1.2 如 果 A,B 同 为 n 阶 方 阵 ， 且 行列 式 |4 + В| 不 衡 
FTE, HERR 4 + AB 为 正则 矩阵 束 ， 称 矩阵 对 (A,B) 为 
正则 的 矩阵 对 . 

定义 1.3 对 于 阶 数 同 为 m xm 的 两 个 矩阵 A, В, ШЖ m # n, 
或 者 m = n 且 行 列 式 |4 + AB| 衡 等 于 零 ， 则 称 矩 阵 束 A + XB 为 
FEREK. 
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定义 1.4 对 于 阶 数 同 为 m x n 的 两 个 矩阵 束 A + XB 和 A 十 
АВ), 如 果 存 在 两 个 阶 数 分 别 为 m 和 n 的 非 奇 异 矩阵 P ЯП Q, 使 
得 


P(A+AB)Q = А, + АВ, 


则 称 矩阵 束 4 + АВ SERER А, + AB, 为 严格 相抵 的 . 

对 于 阶 数 为 m x n HY FEREK 4 + AB, 设 其 秩 为 r, 则 或 者 
r <n гет. 不 妨 设 r < n. WJ A+ AB 的 列 是 线性 相关 的 ， 
则 方程 


(A+AB)z =0 (11) 


有 非 零 解 x. 

由 于 (1.1) 的 系数 是 和 的 一 次 式 , 其 基本 的 线性 无 关 解 > 常 可 
这 样 选取 ， 使 得 它 的 元 素 都 是 和 的 多 项 式 ， 我 们 只 考虑 这 样 一 些 
解 x(A), ЕЕ А 的 多 项 式 ， 且 在 这 些 解 中 ， 取 最 小 次 数 站 的 解 


z(A) =zo- Аз + z2 -+ (Mz 


1.2) 
(z: #0) | 


将 其 代入 (11), 并 比较 的 系数 得 


(1.3) 


8 ЖЕ, ШЖ ЖЕ 


JJ (1.3) 关于 хо, —zi, +22, +, (-1)iz: 的 系数 矩阵 


А о... о 0 
B 4 0 0 
м-1 0 B 4 0 0 | ерен 
0 0 о0о... ВА 
ооо. 0 B 
В ri < (i+ 1)л. 
由 于 i 是 最 小 的 ， 故 矩阵 
4 0 
4 
m- ( ): x= В А |, 
B 
0 B 
A 0 0 0 0 
B А 0 0 0 
Mi = 0: B >= 0 Q є RG+H)mxin 
0 0 0 B А 
ооо. 0 B 


的 秩 ro = mrl = 2п,---,т-у=4п. 
RH, i 是 在 式 re < (k+ Un 中 使 < 成 立 的 最 小 的 指标 . 
定理 1.1 MR (1.1) 有 最 小 次 数 的 解 ， 且 有 i > 0, 则 矩阵 


东 A+ XB SEER 
)ə 
ы (1-4) 
0 A+ 
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严格 相抵 .其 中 
A {4 E 0 
0 1 0 
0 入 0 
L= 
0 0 
0 0 0 1 


ix(i+1) 


而 A + 》 启 是 这 样 的 矩阵 束 ， 类 似 (1.1) 的 方程 对 于 它 没有 次 数 小 
于 1 的 解 . 

该 定理 的 证 明 可 分 三 步 进 行 : 

第 一 步 证 明和 矩阵 束 À + AB 与 


Li 0 
D+F А+АВ 


严格 相抵 ， 其 中 D, F, А,В 为 适当 阶 的 矩阵 . 
第 二 步 证 明 方程 
(А+ АВ)ғ =0 


不 能 有 次 数 < i HRW 2(0). 

第 三 步 证 明 上 面 的 矩阵 可 以 化 为 (1.4). 

详细 证 明 请 参见 [5], 由 于 篇 幅 所 限 ， 这 里 从 略 . 

下 面 我 们 讨论 异 矩 阵 束 的 标准 式 . 

定理 1.2 对 于 阶 数 为 m xn 的 异 矩 阵 束 4 + AB, 若 在 其 行 之 
间 和 其 列 之 间 ， 都 没有 常 系数 的 线性 相关 性 ， 则 矩阵 束 A+ AB 与 
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ЖЕЖ 
La (A) 
L,,Q) 
L, (А) 
1,0) 
Ao + АВ 
(1.5) 

严格 相抵 .其 中 

& £ 0 0 

6 À t 0 

0 0 入 0 

®= 
о 0 0 L ü 
0 0 0 


ix(i+1) 


TRER Ao + АВо 是 正则 的 . 
证 明 : NR FE PER ААВ 的 列 线性 相关 , 且 方 程 (4+AB)z = 
0 有 次 数 小 于 si 的 非 零 解 ， 由 假定 知 sl > 0, 再 由 定理 1.1 可 得 ， 


该 矩阵 束 与 矩阵 束 
ba 0 
0 A+B, 


严格 相抵 . 其 中 方程 (A1+ 和 B1)z( = 0 没有 次 数 小 于 el 的 解 O. 
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如 果 方 程 (41 + 和 AB1)z() = 0 有 次 数 小 于 es 的 非 零 解 (VE 
el S єз), 由 定理 1.1 I, FREER 4 + AB SERER 
La. 分 0 
@ АБ 0 
0 0 A2+XB, 
严格 相抵 . 其 中 方程 (42+ 和 AB2)z(%) = 0 没有 次 数 小 于 ez 的 解 200). 
如 此 继续 下 去 ， 我 们 可 将 异 矩 阵 束 4 + XB 化 为 
Le,(۸) 
Le,(۸) 
(1.6) 
L, (à) 
A, + B, 
其 中 0 <<< S ep, 且 方程 (hp + MABp)z0) = 0 有 次 非 零 
解 . 
如 果 异 矩阵 束 A+ AB 的 行 线性 相关 ， 则 矩阵 束 Ap + XB, 的 


转 置 矩阵 束 А, + АВ, 的 列 线性 相关 ， 由 上 可 将 其 化 为 (1.6) 的 形 
A. 即 存 在 0<m Sm s-s kË A+B 化 为 


Le (Q) 


Le,(۸) 
La (A) 


1,00) 
Ао + ABo 


12 ЭА, ШО ЕК 


其 中 矩阵 束 ho + 和 Bo 的 行 与 列 都 是 线性 无 关 的 ， 即 Ao + 和 Bo E 
N. 

定理 1.3 一 般 地 ， 对 m xn REFER A+ АВ, 存在 非 奇 异 矩 
EE P € Вт" АРЕНЕ Q € R"*", 使 得 P(A + AB)Q 为 标准 
形式 


0 
L. O) 
Le,(۸) 
Lh (A) 
Lp A) 
Ao + АВо 
44) 
其 中 0 e хо FRE; 
Le (MN) € Ве) (i = 1,2,...,p), 
其 形式 为 
入 1 0 0 
0 A 1 0 
0 0 À 0 
‚ (i=1,2,.…,p), 
0 0 0 0 
0 0 0 入 


eix(e:+1) 
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而 0, (А) € Rw +< , (j 二 1,2,…,g), 其 形式 为 


:| 
ià Š 0 
9 1 Ж 0° 
, G =1,2,....q), 
0 0 0 -- 1 A 
0 0 0 1 


(n; +1)xn; 
Ао + АВ € R”, 为 一 个 正则 束 ， 这 里 
hte tert: +E (т +1) + (0+1) + + (ng + 1) + s = m; 
g Ete kaja PEN аа Фе Бра, 


证 明 : 一 般 说 来 ， 矩阵 束 A + XB 的 行 与 列 可 能 有 常 系数 线性 
相关 性 ， 设 方程 


(4+》AB)z=0 (1.8) 
与 方程 

(A'+AB')z= 0 (1.9) 
的 常 系数 无 关 解 的 极 大 个 数 分 别 为 9 ft h. 


对 于 方程 (1.8), 以 其 线性 无 关 常 数 解 el,ez,，…,ey 为 R 中 基 
的 前 9 个 向 量 ， 则 对 应 的 矩阵 中 前 9 列 都 是 零 


(0, A1 + AB1) 


对 于 А + АВ, 用 完全 类 似 的 方法 可 使 其 前 h 个 行 变 为 零 . 
这 样 矩阵 束 A + AB 可 化 为 


0 0 
0 40+ АВ 
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其 中 AHAB? 的 行 与 列 没有 常 系数 线性 相关 性 . 由 定理 1.2 可 得 ， 
定理 1.3 成 立 . 


й2 正则 矩阵 


上 一 节 中 , 我 们 给 出 了 正则 矩阵 的 概念 , 我 们 将 在 本 节 中 对 其 
作 进 一 步 讨论 . 

定理 2.1 REER (E, A) 为 正则 的 充 要 条 件 为 ， 存 在 单位 矩 
阵 工 和 竺 零 矩 阵 N, ВЕРЕ A + AB 与 矩阵 束 


I+AN 0 
0 А+А 
严格 相抵 . 


证 明 ， 定 理 的 充分 性 显然 ， 我 们 只 需 证 明 其 必要 性 . 
ШАЯН А+ AB 正则 ， 则 存在 常数 c 使 得 |A+cB| Z 0. 
iB Dı = 4+cB, 则 


А+АВ = Di+(A-c)B 


从 而 
DC (A+AB)=I+(A-c)D/!B 


用 相似 变换 ， 将 其 化 为 


m0-al( к | 
о л 


(2.1) 
_[1-ch+ìh 0 
0 Té FAN J 
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其 中 [т т 为 矩阵 DIB 的 准 对 角形 发 式 . Jo JEPE 
1 


8, 而 Di] # 0. 

式 (2.1) 右 的 对 角 线 上 第 一 个 子 块 乘 以 (I — co), 第 二 个 子 
RRL JT, 并 设 N = (IT 一 cjo)-1Jo,4: = J (I — cJ) ,可 得 异 矩 
ШЖ A+ XB SERER 


I+AN 0 
O- А+АГ 


FRIAR. ME, N DIEREN. FEE 2.1 证 毕 . 

由 定理 2.1 不 难 证 明 在 以 后 章节 中 要 用 到 的 定理 ， 

定理 2.2 ЛЕВ (Е, А) 为 正则 的 充 要 条 件 为 ,存在 单位 矩 
РЕТТЕ ВЕ М, 使 得 异 矩 阵 束 E) — A SSE Ж 


А-А 0 
0 NA-I 
严格 相抵 . 


定理 2.3 WEBER (E,A) 为 正则 ， 即 存在 某 些 和 使 
(АЕ + 4)-1 FE, $ 
Ê, = (ХЕ + A)”1E, 
А = (AE + AJA, 
则 有 
Ал = 1- AB, 
Ê, Â, = АР). 
证 明 ， 因 为 
Ê, = (ХЕ + A) E, 


16 Ri, HRMS 


А, = (АЕ + A) A, 
我 们 有 
АЁ, + À, = (АЕ+ А) АЕ + (XE + A) A 
= (ЛЕ+ А)-ҶАЕ+ А) =I 
因而 有 Ал = I - АЁ. 用 Ë, 分 别 左 乘 和 右 乘 该 式 ， 得 
É, Â, = Ê, (I — АЁ) = Ë, - АЁ?, 
АЁ = (I - AÊ, )Ê, = Ë, — XÊ}, 
ЖЖ P, À, = АЁ. 定理 2.3 证 毕 . 
定理 2.4 下 列 叙 述 是 等 价 的 


а) 和 矩阵 对 (А, Е) 正则 的 . 
b) MXR Xo = KerA = {z : Az =0} ,而且 


X; = {z: Az € EX;-ı}, (i=0,1,2,3,---), 


Ж: 对 所 有 的 i= 0,1,2,3,… 都 有 KerBnXi=0 
с) ШЖ Yo = KerA = (z : Ат =0} ,而且 


Yi = {z : ATz € ЕТҮ, 1}, (i=0,1,2,3,...) 


Ж: 对 所 有 的 i=0,1,2,3,… 都 有 KerENY; =0 
d) 对 所 有 的 大 = 1,2,3,.--, Б 


E а O 0 
А Е 0 
Ü ES 
G(k) = 
0 0 А Е 


о 
© 
© 
> 
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列 满 秩 . 
e) 对 所 有 的 大 = 1 2,3…… 和 矩阵 
E А 0 0 0 
0 E 4 0 0 


о ә 
о о 
о о 
t > 
> © 


行 满 秩 . 
WEA: 我 们 首先 证 明 a) 与 b) 的 等 价 性 . 
ШЖ а) 不 成 立 ， 则 存在 非 零 的 z, 使 得 对 所 有 的 数 和 都 有 


(4+AB)jz=0 
我 们 可 以 将 z 表示 为 关于 А 的 阶 数 最 小 的 多 项 式 
т = то + zl 十 Xzz 十 .… 十 人 kzk (2.1) 


其 中 zo # 0;zk #0. 
# (2.1) RA (A+ AB)z = 0 8 


(22) 


我 们 注意 到 ， 


Zk € Xo,zk-i € Xi,zk-2 € X>,--.,zo € Ху, 
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ТЇН. zo € КетЕ, то # 0, ЖЬ) 不成立 ， 即 由 b) 可 得 到 a). 
反之 ， 如 果 b) 不 成 立 ， 设 X, 为 第 一 个 使 


KerBnXi， (i=0,1,2,3,...) 


非 零 的 集 . 并 设 zo 为 KerEn X 中 的 非 零 元 素 . 由 X, 的 定义 得 
存在 唯一 确定 的 z1 € Xk-u 使 得 Azo = -Ezk-1. 

类 伏地， 存在 唯一 确定 的 z2 € Xk-2,…,zk € Xo 使 得 (2.2) 
RÆ. Ha) 不成立， 即 由 a) 可 得 到 b). 

综 上 所 述 ， a) 与 b) 等 价 . 

HF |ET + XAT| #0 $F |E + АА £0, 因而 可 由 а) У b) 
的 等 价 性 得 到 a) 与 c) 的 等 价 性 . 

a) 与 d) 的 等 价 性 和 a) 与 e) 的 等 价 性 ， 可 同 理 证 明 . 


йз ХЕ 


本 节 我 们 将 叙述 广义 逆 阵 ， 即 半 逆 阵 ， 反 形 半 逆 阵 ， 准 逆 阵 和 
D- 逆 阵 的 有 关 概 念 和 若干 结果 . 
首先 ， 我 们 来 讨论 半 逆 阵 . 
定义 3.1 对 于 阶 数 为 m x n BJ SEE A, 若 存 在 nx m 的 矩阵 
ХЕ 
АХА= А (8.1) 


则 称 X 为 矩阵 4 的 半 逆 阵 ， 一 般 地 ， 用 A 表示 矩阵 4 的 一 个 
д. 
一 般 说 来 ， 任 何 矩阵 的 半 逆 阵 不 是 唯一 的 . 但 是 我 们 有 
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定理 3.1 # A 为 矩阵 4 的 一 个 半 逆 阵 ， 则 和 矩阵 4 的 任何 
一 个 半 逆 阵 X 都 可 表示 为 


X = А +(I-A-A)U+V(I -AA-), (3.2) 


其 中 了 为 适当 阶 数 的 单位 矩阵 ， 蕊 Y 为 适当 阶 数 的 任意 矩阵 . 
证 明 :我们 先 证 明 (3.2) 满足 (3.1) 


AXA = А(А- +(1- А-А) + У(1- 44-))4 
= АА-А + АЈА ~ AA-AUA+ AVIA — AVAA-A 
=AAUA+AUA+AVA- AVA = A 


反 过 来 ， 我 们 证 明 ， 如 果 矩 阵 X 满足 (3.1), 则 其 表示 成 (3.2) 
的 形式 . 


КЖ, RER U = X,V = 4-4X — A- 即 可 ,这 时 


A- +(I - А-А)й + V(I - АА) 
=A- + (I - A-A)X +(А-АХ — A-)(I — AA") 
=A-+X-A-AX+A-Az- A-AXAA- - А- 
二 4-44- 
=A-+X-A-AX+A-Az~ A-AA-— A- + A-AA- 
=X 
定理 3.1 证 毕 . 


定理 3.2 如 果 A = PAQ, 其 中 P,Q 为 非 异 矩阵 , 而 XX BUR 
ЖЕ 4 HITE EFE, ЛІ Xi = QXP ЖШ A 的 所 有 半 
©. 


证 明 : 如 果 A 为 矩阵 4 的 半 逆 阵 ， 设 
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ee 
则 
A147 Ai = PAQQ-1ATP-!PAQ 
= PAA” AQ = PAQ = A) 
故 AT 为 А, ЖЖЖ. 
KZ, 如果 AT 为 hi 的 半 逆 阵 ， 则 它 必 可 表示 成 
Аг = Q-14-P-! 
的 形式 . 其 中 矩阵 4- = Q41 忆 是 矩阵 4 的 半 逆 阵 ， 事 实 上 
AA-A= AQAT РА 
= P-LP494TP4QQ-: 
=P-1A1A7 A1Q-! 
= P-1A1Q-! 
= P-1PAQQ-! = A 


定理 3.2 证 毕 . 
定理 3.3 жан $ ,如 果 


S=(I- А-А)(В – BA-A)-, 
R= А- -SB4- 


ЛИЕРЕ (R, S) 即 为 ( x ) ‚ейи. 


й, 
(je 人 
B B 
ARA + ASB 


-( asso =: ) 
B BRA+ BSB 
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44-4- ASBA-A+A(I- А-А)(В - BA-A)- 
| BA-A- BSBA-A+B(I- A- A)(B — ВА-А)-В 


[А 

=, |: 

定理 3.3 证 毕 . 
同 理 我 们 可 以 证 明 
定理 3.4 对 分 块 矩 阵 (А,В) ШЖ 
S=(B- AA- B)“ (I — AA-), 
R=A--A-BS 


则 矩阵 [ — ) ， 即 为 (A, B) HEEE. 


定理 3.3 和 定理 3.4 分 别 给 出 了 一 种 求 半 逆 阵 的 方法 . 

例如 ， 对 于 阶 数 为 m x n 的 矩阵 A, 设 А; 是 由 А 的 前 i 行 构 
成 的 矩阵 ， ax 表示 矩阵 4 的 第 上 行 。 由 定理 3.3, 我 们 可 以 得 到 
ЖЕШ 4 的 递 推 公式 


А = (Risi, Sin) 


其 中 

Sea = (I — A; Ai)(aiyı — аА 4)7, 

Riri = AF -itl Sia AT, 

(= m=: 

下 面 我 们 来 讨论 反 形 半 北 阵 . 

定义 3.2 对 于 阶 数 为 m x n 的 矩阵 A, EFE nx m 的 矩阵 
XX 满足 

АХА = A,XAX = X, (3.3) 


则 称 X 为 矩阵 А ВОВСЕ ВЕ. 一 般 地 ， 用 A~ 表示 和 矩阵 4 的 
一 个 反 形 半 逆 阵 . 
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显然 ， 反 形 半 逆 阵 是 特殊 的 半 逆 阵 . 
定理 3.5 若 A 为 矩阵 4 的 一 个 半 逆 阵 ， 则 矩阵 А 的 任何 


一 个 反 形 半 逆 阵 X 都 可 表示 为 
X= A-AA-+A-AU(I -AA-)+(I- A-A)UAA- 
+(I - A- AJUAU(I - 44-)， 

其 中 7 为 适当 阶 数 的 单位 矩阵 ， U 为 适当 阶 数 的 任意 矩阵 . 
JEY: 将 (3.4) 代入 (3.3) 可 直接 验证 X 为 反 形 半 逆 阵 . 
IMR ХЕ (3.3), KU = X - A” AA”, W 
A7 AA” + A” AU(I — АА-) + (I - A7 AJUAAT 

+(I - A” AJUAU(I – АА-) 
= А-АА- + А-А(Х — А-АА-)(1 – AA") 
+(I - A- A)(X - А-АА-)АА- 
+(I - A” A)(X - А-АА-)А(Х - 4-44-)(T- AA") 
= А-АА- + (А- АХ -4-44-)(T- AA”) 
+(I - A-A)(XAA- - 44-) 
+(1- А-А)(Х – А-АА-)А(Х - A-AA-)(I ~ AA”) 
=X. 
定理 3.5 证 毕 . 
定理 3.6 ЧХЕ 4 的 所 有 半 逆 阵 时 , ERE Y = ХАХ 
FURER А 的 所 有 反 形 半 逆 阵 . 
证 明 : # Х Ж ABR, BD X AX = A, WA 


AYA = АХАХА = АХА = А, 


(3.4) 


YAY = Х(АХА)ХАХ = X(AXA)X 
= XAX =Y. 


ж-ж ”预备 知识 23 


ЖҮ = XAX 为 矩阵 4 的 反 形 半 道 阵 . 
如 果 Y 是 4 的 反 形 半 逆 阵 ， 则 


AYA = Ү,ҮАҮ =Y. 


H ДУА = УЯУ ЖА ШЕШЕ, HR X = Y, ДХ 2 A Ей 
阵 ， 这 时 Y = YAY = XAX. 定理 3.4 证 毕 . 
接 下 来 ， 我 们 讨论 准 逆 阵 . 
定义 3.3 ”对 于 阶 数 为 m x n 的 矩阵 А, 若 存在 n x m 的 矩阵 
4+ 满足 
1° AA+A= А, 
2° 4+44+ = А+, 
3° (AA+) = ДА+, 
4° (А+А)* = A*A, 
则 称 At 为 矩阵 A 的 准 逆 阵 . 
显然 ， 准 逆 阵 是 一 种 特殊 的 反 形 逆 阵 . 
定理 3.7 对 于 任何 矩阵 A, 其 准 逆 阵 均 存在 且 唯 一 ， 而 且 如 
果 4= BC, 则 
А+ = C"(CC")-1(B"B)-1B". (3.6) 
证 明 ， 首 先 通 过 简单 的 验证 可 得 ， (3.6) 满足 (3.5) 的 所 有 条 件 . 
因而 只 需 证 明 唯一 性 即 可 . 
设 AT, A? 为 АРТЫШ, ЭИ Н = AF - А} Wl 
АНА = A(A} ¬ А})А= AA} A – ААТА 
=A-A=0. 


(3.5) 


(НА) = (АТА – АЗА)" = (At А)* — (AZ A)" 
= АА-АА = НА. 
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同 理 可 证 (АН)' = AH. 这 样 ， 我 们 有 
(HA)'(HA)= HAHA = A0 =0, 
(AH)*(AH) = АНАН = 0A =0. 
从 而 HA =0, AH = 0, EF 
AFA = AA, AA} = AA}. 
由 此 ， 我 们 有 
= A} AA} = A} AA} = A} AA} = 


定理 3.7 证 毕 . 
定理 3.8 ”如果 和 矩阵 4 的 列 是 线性 无 关 的 ， 则 


А+ = (AA) A". 
证 明 : 由 于 А = 47,(I 为 适当 阶 的 单位 矩阵 ), 由 (3.6) 得 
А+ = ГОП) (АТА) 1А" = (A"A) A", 


定理 3.8 证 毕 . 
同 理 可 证 
定理 3.9 如 果 和 矩阵 4 的 行 是 线性 无 关 的 ， 则 


А+ = A (AA). 


最 后 ， 我 们 来 讨论 德 拉 辛 逆 阵 . 

定义 3.4 设 忆 为 一 个 方 阵 ， 如 果 存 在 一 个 矩阵 Ed 满足 
10 ЕЕ = R 

2° ЕЕЕ = 
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3° (I- Е%Е)Е! =0. 
则 称 Et ЖЖ BE E 的 德 拉 辛 逆 阵 ， 简 称 为 D- 逆 阵 ， 其 中 1 是 矩阵 
E 的 指标 ， 亦 即使 得 rankE'+! = rankE' 成 立 的 最 小 非 负 整数 . 
定理 3.10 任意 一 个 方 阵 卫 的 D- 逆 阵 都 存在 ， 唯一， 而且 如 
Ж E f Jordan 标准 形 为 


һ 0 
E=N| ° N“, 
ол 


其 中 л, л 为 一 个 非 异 矩阵 ， 则 有 


manfo о j 
0 Xx 


EY: 容易 验证 定义 3.4 的 三 个 条 件 满足 ， 而 且 1 为 赛 零 矩阵 
Јо 的 指数 只 需 证 明 唯一 性 即 可 . 
ik Ef fl E ЕЮ D- FE, ЖИР = Ef- Eg, 则 由 定义 
3.4 中 的 10 fü 3° # RE = ER, 
РЕН = (Ей ЕФ)Е!+1 
= EtE'+! cx EE 
=E! — Е! = 0. 


由 定义 3.4 中 的 2° 有 
(ЕЕ)! = ЕЕФЕЕҢ(ЕБ{)!-! 


= ЕЕҢЕЕҘ)- = (EB) 
..= BE} 


Ш 


类 似 地 可 证 
(ЕЕД+! = ЕЕЗ. 
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这 样 我 们 有 
Ef = EE, Pf = (Ef — Е?)ЕЕҮ 
+E$E(Ef – Ез) + Ез 
= REE} + ЕЕЇК + Eš 
5 ВЕЕ)! 
+(E$) EIR + Ed = E}. 


定理 3.10 证 毕 . 
定理 3.11 如 果 和 矩阵 N 非 奇异 ， 而 且 
A=NBN-! 
则 
A“ = NBN-!. 
证 明 : 


AAt =NBN-'NBîN-' = NBBIN-! 
= NB4BN-! = NB4N-1!NBN`! 
= АА 

4d444 = NB4N-1NBN- NB4N-1 
= NB4BB4N-1 = NBdN-! 
= 44 


(I — 44)4 = (I- NB4N-LINBN-I)NBLN-! 
xN((I — B4B)B!)N-1 = NON”! = 0 
故 
At = NBN“. 
定理 3.11 证 毕 . 
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本 章 我 们 首先 给 出 退化 . 时 洁 微 分 系统 的 基本 概念 , 并 对 其 进 
行 分 类 . 然后 , 在 第 二 节 中 讨论 退化 滞后 微分 系统 的 可 解 性 问题 . 
最 后 在 第 三 节 中 就 退化 洁 后 控制 系统 的 输出 反馈 正常 化 问题 ， 给 
出 相应 结果 ， 


о ”时 洁 微 分 系统 及 其 分 类 


我 们 考虑 如 下 形式 的 系统 


Ez(t) = f(z(t т), z(t), z(t — 7),t), 
t> to, (11) 
z(t) = y(t), ю-т<#<%, 


其 中 z(t) € В", /(-,-,-)є En 已 ERmxnTeR+ В. olt) 
为 可 容 的 初始 函数 . 

ШЖ т=п, 则 E 为 方 阵 ， 如 果 |Е| #0, 即 矩阵 E FTE, 
则 (1.1) 可 化 为 
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i(t) = E ](4(#- 7), z(t), z(t — т), 0), 
t> to, (1.2) 
z(t) = y(t), to~T <t <to, 


这 时 我 们 称 系统 (1.2) 从 而 称 (1.1) 为 正常 时 灌 微 分 系统 . 
34 f 中 不 含 z(t 一 7) 时 ， 则 系统 (12) 为 


| z(t) = Е717((0),2(0-т)0), t2t, (13) 


z(t) = (t), to-T StS to 


称 (1.3) 为 正常 灌 后 微 系统 ， 简 称 为 小 后 微分 系统 . 

当 /中 含有 z(t 一 7) 时 ， 称 系统 (1.2) 称 为 正常 中 立 型 微分 系 
统 ， 简 称 为 中 立 型 微分 系统 

对 于 系统 (1.1) ДЖ m # n, т=п ПН JE] = 0, W4 f Ф 
不 含 z(t 一 7) 时 ， 系 统 为 


| Bilt) = f(z(t),2(t—7),t), >, 


z(t) = e(t), to-7<St<to 


称 之 为 退化 洁 后 微分 系统 . 

当 f 中 包含 z(t 一 +) 时 ， 称 系统 (1.1) 为 退化 中 立 型 微分 系 
统 . 

一 般 地， 我 们 将 系统 (1.1) 通称 为 退化 、 时 洁 微 分 系统 ， 或 广 
ХИН ЖЖ. 

系统 (1.1) 的 线性 系统 为 


E(t) + Cš(t — 1) = Az(t) + Bz(t — 1) + f(t), 


t> to, (15) 
z(t) = p(t), 如 -1<t<to， 
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HH E, A,B,C € Rm*", HHR ROER, f(t) € R” EMR. 
我 们 一 般 地 称 之 为 线性 退化 、 ВИО 96, 或 广义 线性 时 小 微分 
系统 

系统 (1.5) F, WMR m=n, N E AF, MR |E| 0, BD XS EE 
E 为 可 逆 的 ， 即 可 得 到 相应 于 系统 (12) 的 线性 系统 


z(t) + Cš(t — 1) = Az(t) + Bz(t — 1) + f(t), 
t> to, (1.6) 
z(t) = y(t), ю-1<<%, 


如 果 和 矩阵 C 为 非 零 矩阵 ， 我 们 称 之 为 线性 中 立 型 微分 系统 . 
如 果 系统 (1.6) 中 C 为 零 矩阵 ， 我 们 就 有 对 应 于 系统 (1.3) 的 
线性 系统 


| 40) = Az(t) + Bz(t — 1) + f(t), t> to, ёй 


z(t) = w(t), ю-1<4<%, 


我 们 称 之 为 线性 滞后 微分 系统 . 
如 果 系统 (1.5) фтп, т = n Їй |E| = 0, 当 和 矩阵 C 为 零 
ж, RAN 
| Eš(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + f(t), t> to, 


(1.8) 
z(t) = p(t), ю-1<#<%, 


我 们 称 之 为 线性 退化 洁 后 微分 系统 . 在 不 至 混淆 的 情况 下 , 有 时 也 
称 之 为 退化 时 灌 微 分 系统 . 

如 果 系 统 (1.5) PF m # n, SÀ m = n M |E| = 0, HER C 为 非 
零 矩 阵 ， 则 称 之 为 线性 退化 中 立 型 微分 系统 . 

如 果 在 系统 (1.8) Ф, f(t) = Сиб), XE u(t) € R" 是 控制 变 
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Ж, Ce Rnxr 也 为 常数 矩阵 ， 则 有 系统 
| Eš(t) = Az(t) + Bz(t ~ 1) + Cu(t), t> to, 


(1.9) 
z(t) = p(t), to-l1<t<t, 


我 们 称 之 为 退化 、 时 滞 微 分 控制 系统 . 
设 D € R"x" 则 称 形 如 
Eš(t) + Dš(t — 1) = Az(t) + Bz(t — 1) + Cult), 
t> to, (1.10) 
a()= plt), to-1l<t<to 
的 系统 为 退化 中 立 型 控制 系统 . 
依照 以 上 的 方法 ， 可 以 定义 退化 滞后 控制 系统 、 滞 后 控制 系 
统 、 中 立 型 控制 系统 等 . 
定义 1.1 对 于 nxn # А fl E, 如 果 存 在 某 些 标 基 值 E 
得 AE + A 为 满 秩 和 矩阵 ， 即 AE + А 为 正则 的 矩阵 束 ， 或 矩阵 对 
(B,A) 为 正则 的 , 则 相应 的 系统 (1.5), (1.8),(1.9),(1.10) 均 称 为 正则 
系统 . 
由 第 一 章 我 们 不 难 证 明 ,如果 (EA) 为 正则 的 , 我 们 可 以 通过 
变换 ， 将 退化 时 洁 微 分 系统 (1.8) 化 为 与 其 等 价 的 标准 形式 
2100) = Azı (t) + Buz) (t = r) 
+Вл222(#- r) + ñA (t), 
t>0, 
Nz2(t) = zə(t] + Bazi(t — r) 
+Baaz2(t— r) + fz (t), 
t>0, 
21(0) = pi(t), -r<t<0, 
22(0) = yp2(t), -т<#<0, 


(ып) 
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其 中 r(t), filt) € R™;r2(t),falt),p2 € А"; A,B, € Н"; 
NBz € R™*™; Ву є В" <", Bp, € R™*™; п +m =n;N 
ЕНЕ, ПА h = ind(N) = ind(E). 


822 退化 滞后 线性 微分 
系统 的 可 解 性 


我 们 在 讨论 退化 时 淳 微分 系统 时 ， 首 先 要 面临 的 问题 是 所 要 
讨论 的 系统 的 解 是 否 存在 . 事实 上 ,有 大 基 的 退化 时 滞 微 分 系统 的 
解 是 不 存在 的 ,即使 是 线 狂 退化 时 滞 微 分 系统 ,其 解 都 有 可 能 不 存 
在 . 

例如 系统 
1100) = z (t— 1) 
1200) = z) (t) + zə(t — 1) 
0=z(t)- z(t- 1)-1 
的 解 总 是 不 存在 的 ， 其实， 由 第 三 个 方程 ， 我 们 有 r(t) = t, 将 其 
代入 前 两 个 方程 ， 则 得 到 两 个 矛盾 方程 
(t) = z(t- 1) 
K =1-t 
因此 ， 很 有 必要 对 退化 时 洁 微 分 系统 的 可 解 性 作 深入 讨论 . 
{ Eš(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + f(t), f > to, 


(2.1) 
z(t) = (t), to- 1<t< to, 


其 中 x(t) € А" AREER, f(t) € RME, A,B € Rmxn 均 为 党 
HERE. y(t) 为 可 容 的 初始 函数 . 
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本 节 我 们 将 给 出 其 标准 形式 ， 并 就 其 标准 形式 得 到 其 可 解 性 
及 解 的 唯一 性 的 一 些 结果 . 

由 第 一 章 可 得 : 

引 理 21 对 m xnm 异 矩阵 束 AE - A, FERTREK P € 
Rm 和 Qe К"*", 使 得 P(AE — 4)Q 为 标准 形式 


0 
1. (А) 


Le (à) 
1.00) 


1,0) 
АЕ ho 
(2.2) 
其 中 0e Rx FERE, 


L¿O)8 ВХ) (i = 1,2,“ ,)ص‎ 


其 形式 为 


о о» 
° > 一 
> ° 


о о 
о о 
о о 

° 


eix(e:+1) 
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而 Lp (A) e Rt+Dxm,(j = 1,2,…,9q), 其 形式 为 


à 0 0 
ї А 0 
0 1 0 0 
‚ (j=1,2,.…,9), 
0 0 入 


° 
© 


(n; +1)xn; 
和 Eo - Ao € Вих", 为 一 个 正则 束 . 这 里 


h+e +e2 +: ++ (m +1) + (m + 1) +--+ (ng + 1) + s = m; 


9 + (єз +1)+(e+1)+:  +(ee+1)+m+m+: +m + 8= n. 


对 于 系统 (2.1), 由 引 理 2.1, 存在 非 奇 异 矩 阵 P € 
тт fl Q e А", 使 得 系统 (2.1) ER P, 并 令 z(t) = Qz(t), 可 
将 其 化 为 标准 形式 


o} (0 =b z(t- + f, 
LB) (ө = zt D+ f 0 
(i = 1,2,---,р), 


BB -у+” P e3 


(j *=1,2,...,д), 
Kier (0) = 40 37 (+ 


р+ +2 р+д+2 
B zt-D+ f (t), 
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其 中 
НО z(t) 
:= 10 да| 9 
"гче ый 
zgt1(t) 
Ea [90 | ы 
tsa (0 


首先 ， 对 只 有 形 如 (2.3) 中 第 一 个 方程 的 标准 方程 的 系统 ， 它 
们 可 以 化 为 
О = Biz(t— 1) + f(t), (24) 


我 们 有 

定理 21 MR zx(t- 1) 为 已 知 ， 且 满足 方程 (2.4), WJ z(t) 可 
以 任意 取 值 ， 即 方程 (2.4) 有 无 穷 多 组 解 . 

但 是 我 们 注意 到 ， 虽 然 在 时 刻 t 的 值 z(t) 在 z(t - 1) 已 知 并 
满足 (2.4) 时 可 以 任意 取 值 ， 但 要 求 t+1 时 刻 的 z(t+1) 时 ，z(t) 
就 必需 满足 限制 条 件 


O = Bız(t) + h(t+ 1). 


可 见 要 使 系统 对 所 有 的 t 都 有 解 ， 必 须 对 В, 和 falt) 加 以 限制 . 
对 只 有 形 如 (2.3) 中 第 二 个 方程 的 标准 方程 的 系统 ， 我 们 有 


трд = Byz(t — 1) + fa(t) 
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或 更 详细 地 写 为 


SO + z(t) = Blz(t— 1) + filt), 
S ка) = Be(t- 1) + 00), 28 
E + zalt) = B$z(t — 1) + /(®. 


在 这 类 系统 中 , 用 分 步 法 可 得 , 是 永远 可 解 的 . BD— E z(t—1) 
已 知 ， 对 任 一 上 的 函数 作为 x+i(t), 都 由 (2.5) 自 下 而 上 依次 求 出 
其 余 的 未 知 函 数 


ze(t), ze-1(t), -+ +, z1(t). 


显然 我 们 有 

定理 2.2 可 化 为 系统 (2.5) 的 系统 总 是 可 解 的 ， 但 其 解 不 是 
唯一 的 . 

对 只 有 形 如 (2.3) 中 第 三 个 方程 的 标准 方程 的 退化 时 滞 微 分 系 
统 ， 我 们 有 


д = Bazlt -1) + alt) 
或 更 详细 地 写 为 


“ШӘ = Blz(t- 1) + filt), 

9 жа) = Ba(t — 1) +7200), 
... з. . (2.6) 

SO +2100) = BYz(t— 1) + f2(0), 

za(t) = B3 z(t — 1) + f2*1(0). 
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由 分 步 法 ， 一 旦 z(t- 1) 已 知 ， 我 们 就 有 


zalt) = B#tlz(t-1)+ fgt'(t), 
-1(t) = B3z(t— 1) + f9() – BI" 42-1) - 48710), 


z(t) = B3z(t—1)— Bsz(t—1)+..: 
+(-1)"1B9 rz(t- 1) 


+O – 4080) +° 
Ha EE O). 


将 alt) 代入 第 一 个 方程 ， 我 们 可 以 得 出 相 容 性 条 件 


Blz(t-1)- ВФ#(#-1)+ B fsz(t-1) +- 


+H-1) BIH z(t 1) + 7100) – 47200) +° (2.7) 
H-D 500710) = 0. 
因而 我 们 有 


定理 2.3 可 化 为 系统 (2.6) 的 退化 滞后 微分 系统 在 时 刻 t 的 
解 z(t) 存在 唯一 的 充 要 条 件 为 z(t - 1) 存在 且 满 足 (2.7). 
当然 , 对 系统 (2.6), 其 初始 函数 z(t) = p(t), (t € [to =1, to]), tB, 
必须 满足 条 件 (2.7). 只 有 当 z(t- 1) 满足 条 件 (2.7),z(t) 才 存 在 . 
一 旦 有 一 个 时 刻 t 使 z(t — 1) 不 满足 (2.7),z(t) 就 不 存在 ， 因 而 一 
般 说 来 这 个 条 件 非 常 强 . 


对 只 有 形 如 (2.3) 中 第 四 个 方程 的 标准 方程 的 系统 ， 可 化 为 


Eoż(t) = Aoz(t) + Boz(t — 1) + fo(t), 
t2 to, (2.8) 
z(t) = y(t), t-1St Sto, 
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其 中 (Eo, Ao) 为 正则 的 . 
由 文献 5 我 们 有 
引 理 2.2 系统 


Ez(t) = Az(t) + f(t), t > to, 
z(to) = (to), 


的 解 存在 唯一 的 充 要 条 件 为 (E,A) 为 正则 的 . 

这 样 我 们 给 出 

定理 2.4 可 化 为 系统 (2.8) 的 退化 滞后 微分 系统 在 时 刻 t 的 
解 z(t) 存在 且 为 唯一 的 . 

证 明 : 在 (2.8) 中 , 当 t 如 -1<t<t 如 时 ，z(b= p(t). 这 样 ， 
Mt St< t +1B, RA (2.8) 即 为 


Eoż(t) = Aoz(t) + Bow(t — 1) + folt), 


由 (Eo, Ao) 为 正则 的 且 Boo(t — 1) + folt) 是 给 定 函 数 ， 故 由 引 理 
2.2, 当 to < t < 0 十 1 时， 系统 (2.8) 的 解 存在 且 唯一 . 
当 te [to + 1,to + 2] 时， 退化 灌 后 系统 (2.8) 为 


Eoż(t) = Aoz(t) + Boz(t — 1) + fo(t), 


由 (Eo, Ao) 为 正则 的 且 z(t — 1) 为 (2.8) 在 [to, to + 1 内 已 可 解 出 
的 函数 ， 即 Boz(t 一 1) + folt) 为 已 知 函 数 ， 由 引 理 2.2 得 退化 灌 后 
微分 系统 (2.8) 在 [to + 1,to +2) 上 可 解 ， 且 其 解 唯一 . 

如 果 退 化 滞后 微分 系统 (2.8) 在 (to +k- 1, to + А) ETR, W 
当 te [o + kito +k+1] BF, REA 


Eoż(t) = Aoz(t) + Boz(t — 1) + fo(t), 


由 (Eo, Ао) 为 正则 的 ， 且 z(t- 1) 28 (2.8) 在 [to +k — 1,to + k] PJ 
已 可 解 出 的 函数 , 即 Boz(t— 1) + fo(t) 为 已 知 函数 ， 由 引 理 2.2 得 
退化 滞后 微分 系统 (2.8) Æ [to + k.to +k +1] 上 可 解 且 其 解 唯一 . 
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由 归纳 法 可 知 系统 (2.8) 的 解 存在 且 唯一 .定理 证 毕 . 
由 定理 2.4 的 证 明 立 即 得 
定理 2.5 如果 (EA) 为 正则 的 , 则 退化 时 灌 微 分 系统 (2.1) 的 
解 存 在 且 唯 一 . 
由 定理 2.1— 定理 2.4 可 得 
定理 26 退化 时 汪 微 分 系统 (2.1) 的 解 存在 且 唯 一 的 充 要 条 
件 为 ， 其 只 有 (2.3) 中 第 三 个 方程 和 第 四 个 方程 类 型 的 标准 形式 
且 当 有 第 三 个 方程 类 型 的 标准 形式 时 ， 应 满足 相应 的 相 容 条 件 
注 2.1 由 上 面 的 讨论 可 见 ， 要 退化 滞后 微分 方程 的 解 存在 且 
唯一 ， 其 只 有 (2.3) 中 第 三 个 方程 和 第 四 个 方程 类 型 的 标准 形式 . 
而 具有 第 三 个 方程 类 型 的 标准 形式 时 ， 系 统 必须 满足 一 个 较 强 的 
相 容 性 条 件 ， 因 而 正则 系统 是 其 解 存在 唯一 的 法 后 退化 系统 中 最 
为 典型 的 一 类 , 也 就 是 最 有 意义 的 一 类 . 因而 下 面 主要 对 这 类 系统 
作 深 入 地 讨论 . 
注 2.2 对 退化 中 立 型 微分 系统 
Ez(t) + Dš(t — 1) = Az(t) + Bz(t — 1) + Cu(t), 
t> to, (2.9) 
z(t) = y(t), ю-1<<% 


可 以 类 似 地 讨论 其 可 解 性 . 特别 地 ,我们 可 有 结论 : М (E.A) 正则 
时 ， 退 化 中 立 型 微分 系统 (2.9) 的 解 存在 且 唯一 . 


2з ”退化 时 滞 控 制 系 统 的 
输出 反馈 正常 化 


解决 退化 控制 系统 基本 问题 的 一 个 重要 途径 就 是 探索 在 什么 
条 件 下 能 够 转化 ， 以 及 如 何 转化 为 正常 系统 . 
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文献 [32] 讨论 了 不 含 时 洁 的 退化 系统 的 状态 反馈 正常 化 的 问 
题 , 得 出 了 相应 的 充 要 条 件 . 本 节 对 退化 滞后 系统 给 出 能 够 输出 反 
馈 正 常 化 的 充 要 杀 件 ,并 给 出 其 正常 化 的 方法 . 在 系统 本 身 和 反馈 
性 质 两 个 方面 大 大 地 推广 了 文献 [32| 的 有 关 结 果 . 

本 节 考虑 的 系统 为 退化 时 洁 控 制 系统 


| E(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + Cu(t), t € [toT], 


(3.1) 
z(t) = p(t), te [to — 1,tol, 


其 输出 方程 为 
y(t) = Dz(t), (3.2) 


这 里 z(t) € R" 是 状态 变量 , u(t) є А" EHEM, y(t) є R" 
AMEN: E € R"x" HARER, A,B € Rnxn C € Rnxr, D € 
В" B A,B,C,D WIR BUER. 

在 实际 系统 中 ， 形 如 (3.1) 和 (3.2) 的 系统 是 普遍 存在 的 . 

例 3.1 在 引言 中 的 例 1.1 中 ， 关 于 两 种 产品 的 库存 基 z(t) = 
(z1(t),z2(t))” 和 该 两 种 产品 的 生产 率 


u(t) = (u {t), u2())T 
之 间 的 关系 可 表示 为 
(Ia + EV)i(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + u(t), (3.3) 


其 中 he R? 为 二 阶 的 单位 矩阵 . 

MR |» + Е\| = 0, 则 该 系统 即 为 退化 时 滞 系 统 、 如 设 y(t) 为 
库存 的 总 费用 ，。 为 rt(t) 的 单位 存量 的 费用 ，5 为 z2(t) 的 单位 
存 基 的 费用 ， 则 该 系统 的 输出 方程 为 


y(t) = azı (t) + bz2(t) = (a,b)z(t). 
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由 本 例 可见 ， 研 究 退 化 时 滞 控 制 系统 (3.1)(3.2) 的 反馈 正常 化 
和 问题， 不仅 具有 重要 的 理论 意义 ， 而 且 具 有 普遍 的 实用 价值 . 
对 于 退化 时 滞 控 制 系统 (3.1)(3.2), 设 输出 反馈 控制 为 


u(t) = Hy(t) — Kült) + v(t), (3.4) 


其 中 K,H € Е" HERE, vlt) € R" 为 新 的 控制 变量 . 
将 (3.4) 代入 (3.1) 得 


(E + CKD)ż(t) = (A + HD)z(t) + Bz(t — 1) + Cv(t), 
te lto, T], (3.5) 
z(t) = p(t), te [to – 1, to), 


从 (3.5) 易 见 ， 如 果 存在 K e Ех" 使 得 
det(E + CKD) #0, 


则 系统 (3.5) 就 为 正常 系统 了 .这 样 系统 (3.1)(3.2) 就 通过 输出 反 
馈 (3.4) 正常 化 了 . 

定义 3.1 ШЕНЕ К є А" 使 得 det(E+CKD) # 
O, 则 称 退化 时 洁 控 制 系统 (3.1), 能 够 输出 反馈 正常 化 . 

由 此 ， 我 们 给 出 本 节 的 主要 结果 

定理 3.1 退化 时 洁 控 制 系统 (3.1),(3.2) 能 够 输出 反馈 正常 化 
的 充分 必要 条 件 是 


rank[E, C]= rank | A | =n. (8.6) 


证 明 : 由 


E+ CKD = [E,CJ | 4 =e | 本 
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可 得 ， 对 于 任何 天 € R 都 有 


rank(E + CKD) < rank(E, O), 


3.7 
rank(E + CKD) < rank | E ] pe 
D 


如 果 存 在 K € В" 使 得 det(E + СКР) # 0, W rank(E + 
CKD)=n. 
由 (3.7) 得 
rank(E,C) > n, 


E 
>п. 
р 


又 因为 [B,C] X n ЕЮ, Я 3 n 列 的 矩阵 ， 有 


rank 


rank(E,C) < n, 


E 
rank <n. 
D 


故 有 rank[E,C] = n,rank | 5 | = n, B) (3.6) 成 立 . 


KZ, MFR (3.6) 成 立 ， 设 rank(E) = no, 显然 no < n, 设 
nı =n — no, 则 由 (3.6) 得 


rank(E,C) = ng + ni 


к Е 
тап = no +n, 
D 1 
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则 存在 非 奇 异 方 阵 P, e R"x",Ql erxr 使 得 


P.[E,C] TE |12 Сп 0 г (3.8) 
оо, 0 Cn Cn 
且 存 在 非 奇异 方 阵 P, e Ех", Q € Rnxn 使 得 
rajja HH ; 
0 |Q= (3.9) 
0 P, Ds Da 
0 Dn 


式 (3.8),(3.9) Ф, гє Rnx" 为 单位 矩阵 ， E, € Rox, E, € 
Көтө, Ca € К“, р» € R™*™; H det|Ë,] # 0, det[C22] # 0, 


ар) # 0. 
设 
0 0 
К =, О: 7 (3.10) 
0 Ca К.р 
其 中 Ki e Rm, 这 时 
E, 0 
PIE+CKDIQ2=| о о 
0 Kı 


如 果 取 K, 为 满 滞 的 ， 则 有 
rank[E + CK D] = no + nı = n, 


定理 证 毕 . 
我 们 知道 ， 退 化 时 省 控制 系 (3.1)(3.2) 的 输出 反馈 正常 化 问 
题 ， 就 是 要 求 一 个 矩阵 K € Rrxm 使 得 det[E + CKD] Z 0. 因而 
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如 果 退 化 时 灌 控 制 系 统 (3.1)(3.2) 满足 条 件 (3.6), 我 们 就 可 以 给 出 
其 输出 反馈 正常 化 的 方法 ， 其 具体 的 求解 步骤 为 

第 一 步 ” 对 矩阵 [EC] 作 行 变换 ， 并 求 一 个 非 奇异 矩阵 Q1 € 
Rr, 使 [E.C] 经 行 变换 和 右 乘 矩阵 | M М | 后 化 为 


1 
E Cn 0 
0 Ca Cn 
其 中 E) € Ах", Co € R™*™, H дО) # 0. 
E; 
第 二 步 ” 对 矩阵 | 0 | 作 列 变换 ， 并 求 一 个 非 奇 异 矩 阵 
D 


E 
Pe Rm*", 使 | 0 | 经 列 变换 和 左 乘 矩阵 
D 
E, 0 
I O 
яз |° ° 
0 Р, Du Dn 
о р 
其 中 E, є Кох", det|E,] #0, Da є R™*™, H 
det[D22] # 0. 


第 三 步 ” 任 取 一 个 非 奇 异 矩阵 K € RM, 从 而 求 得 反馈 和 矩 
阵 


0 0 
K=Qı ۳ ira 
0 Cz KDa 


第 四 步 “” 将 反馈 矩阵 K 代入 (3.4), 并 任 取 H € Rm, 从 而 


4 ЖЭЙ. ВИЙ ЖЖ 


求 得 输出 反馈 控制 . 

第 五 步 “将 所 得 的 输出 反馈 控制 和 输出 方程 (3.2) 代入 退化 
时 洁 控 制 系统 (3.1), 即 可 将 其 化 为 正常 时 灌 控 制 系统 . 

例 3.2 对 于 退化 时 滞 控 制 系统 


01 aw) 1 0 z(t) 
0 0 20) 01 z(t) 


z(t- 1) 


2 (зш) 
0 1 210-1) i 
+ |). 
1 
其 输出 方程 为 
y(t) = (1, Dz(t), (3.12) 
其 中 


49= | #® |. 
т() 
对 照 系 统 (3.1) 和 输出 方程 (3.2) 可 见 


0 1 10 
Е= ,4= mal EEN 
0 0 01 01 


1 
c= ,D= (1,1) 
1 


由 于 rank(E, C) -= ( ЫЫ $ | s ) 
001 D 


=rank| о 0 |=2, 
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由 定理 3.1 可 得 , 系统 (3.11) 和 (3.12) 为 能 够 输出 反馈 正常 化 的 - 


由 输出 反馈 正常 化 的 方法 ， 我 们 有 

对 (BCO=| ° 1 gc 人 中 
01 001 

xor =. (o 1 IE .)- f: 1 i 
0 0 1 0 Q 001 

01 -1 0 

对 | 0 0 | 作 列 变换 化 为 | 0 о |, R P, = (1), MK = 
11 0 1 


Qı(Cz Kı Dz )Pa = (1). 故 求 得 输出 反馈 控制 为 
u(t) = ~j(t) + hy(t) + v(t), 


其 中 人 为 任意 常数 ，v(b) 为 新 的 控制 变量 . 
这 样 系统 (3.11) 即 可 化 为 正常 时 洁 控 制 系统 


1 2 ilt) \_ [+h h z) (t) 
11 а) A h 1+h J \ т) 
т(#-1) 


1 
0 20-1) 


żle) | [h-1 h+2 z(t) 
£2(t) 1 -1 zalt) 
P .) soh jo 
1 0 210-1) 0 
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本 章 的 主要 内 容 分 四 节令 述 ， 我 们 给 出 退化 时 兆 微 分 系统 的 
指数 估计 , 并 就 退化 汪 后 微分 系统 、 退 化 中 立 型 微分 系统 和 退化 时 
小 差分 系统 ， 分 别 给 出 解 的 表达 形式 . 


з 退化 时 洁 微 分 系统 
解 的 指数 估计 


众所周知 ， 解 的 指数 估计 在 系统 的 基本 理论 中 占有 非常 重要 
的 地 位 . 例如 对 一 类 方程 是 否 可 以 取 Laplace 变换 ， 从 而 求解 或 讨 
论 解 的 性 质 , 必须 在 其 解 具有 指数 估计 的 前 提 下 进行 . 因而 许多 论 
著 都 要 花 大 量 的 笔墨 来 讨论 系统 解 的 指数 估计 ， 如 文献 (00), 均 
就 时 清 微 分 系统 的 指数 估计 作 了 大 量 的 研究 . 

本 节 就 退化 的 时 滞 微 分 系统 , 讨论 其 解 的 指数 估计 向 题 , 并 给 
出 其 表达 形式 . 

考虑 系统 


| Eš(t) = Az(t)+ Bz(t—7)+/(t) t20 


z(t) = v(t) -r <t<0 oa 
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其 中 Е,А,В є R"*"|E| = 0;z(t), f(D ,p(t) € R”. 
类 似 文 献 [s] 的 证 明 ， 我 们 可 得 
引 理 1.1 ШЖ (E.A) 正则 ， 则 可 通过 变换 将 系统 (1.1) 化 为 


i(t) = Azı(t) + Buz) (t — r) 
十 Blazz 人 t 一 7) + f(t), 
t> 0， 
N32(t) = 2200) + Baızı(t — т) 
二 Bozza(t — r) + falt), 
t>0, 
z1( = p1(t), -т<1<0, 
1200) = 2200), -т<<0, 


@2) 


ДФ а (Л € А" га (0), falt): € R™; ni + na = n; 
А.В € R™*™; МВ € R™*™; Byz € А" х", 
В € Rm; N КЕРЕ, ük h = ind(N) = іпа(Е). 

不 妨 仍 设 


a(t) = (z(t), z21(t))', w(t) = (61700), 22'(0)Y, 


这 里 “" 表示 矩阵 的 转 置 . 
设 D 为 微分 算 子 ， 并 设 T= (ND - 1)7, 不 难 验证 


T=-(T+ND+N2D2+…+NA-LDA-1)， 


其 中 Te тохт 为 单位 矩阵 . 
定理 11 FFT = (ND -了 )-! 为 有 界 算 子 ， 即 存在 正 的 党 
数 M 使 得 对 任何 z2(t) 有 


ITz2()| < M|zo(t)| 
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证 明 ， 显 然 算 子 T 为 线性 子 、 因 此 只 需 证 明 其 为 连续 算 子 即 可 . 
只 需 证 明 其 在 0 连续 即 可 . 设 zn(t) > 0, H yn(t) = Tzn(t). + 
yn(t) — volt), 证 明 yo = 0 BPTJ. 

H ynlt) =Tzn(t) = (ND - 站 -1zn(b 得 


(ND - DYa(t) = zn(t), 


А 
(ND - Di(t) =0 Niolt) = volt) > 
0 = = NAN iole) ® -D = т-у) 
=.= М) = volt). 
Шу) = 0. 定理 Li 证 毕 . 
由 文献 ] 我 们 有 


引 理 1.2 (Gronwall 引 理 ) 若 u(t) 与 a(t) 都 是 a,b] 上 连续 的 
LEM, plt) > 0, 在 lab] ETR, alt) FR, НАЖ 


u < al) f доц telat 


则 必 有 
u(t) < о(де 2009, 


由 (1.2) 中 第 一 个 方程 有 


zi 的 = (0) + fo Aizi(s)ds + fo Buzi(s — r)ds 
+Bia Jj zə(s — r)ds + [з fi(s)ds. 
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% llell= sup l|e(0), W 
ee[-r0l 


Im), < (001+ Jo lA (s)lds + llAilllz(s)las 
+ ft, ПВ (9045 + 六 ;IlBuzlllza(sjlas 
<llell+ f 1А (8) 

+ f(A + Bull + B12l)lz(s)las 
+(ИВи| + llBull)rllell 

=(1+IlBallr + 18,21) + So 1 (9145 
+ (lA + Ви + IBoll)iz(s)las, 


即 
lza) < (1+ Вит + BI) lol + J lA(s)lds (13) 
+ БАШ + В| + 18,2101 (8)18. š 
由 (12) 中 第 二 个 方程 有 
(ND - 1)z2(t) = Ваг1(#-т) + Bxzo(t — т) + falt), 
从 而 有 
12001 = (ND - D”!Bnai(t - r) 
+(ND- 1)-1B22z2(t — 7) + (ND -1)-1f2(t) 
= T(Bazi(t- 7)) + T(Baaza(t — 7)) + T fx(t), 
故我 们 得 
122091 < MIIBalllzi(t— r)| 
+MIIB>llizə(t — r)| + MIfs(t)| (14) 


< М(1182111+ 11821) — r)| + М0), 
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由 (1.3),(1.4) 得 


lza(bl+lza(b| < (+ Вит + Bal lel + 局 ICslas 
+М(Ва + 181010 = 7)1 
+MIfo(t)1 + (А! + lBnll 
+918121) Jolz(s)las， 


$ 
ao = 1+IlBnlir +181211, 
а = M(||Ba|| + 1132211), 
аз = IAN + Bull + 1181211. 
t 12001 < za(b|+ |zə(t)| 得 
lele) < aollell + folfi(s)lds + a) |z(t — т)! (18) 
+M|falt)| + а fo lz(s)las. 
令 


a = ao +a = 1+ 1811117 + 1812117 + M(I|B21 || + 15210), 


则 当 te [0, 引 时 ， 由 (1.5) 得 
' + 
|z(t)] < allpll +/ lfils)lds+ udl+ | lz(s)lds, 


令 
F(t) = sup |fa(ti)l, 
osese 


显然 Polt) 非 减 ， 定 义 


yt)= sup |@+0), te [o,Z]. 
9є[-т,0] 2 
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则 有 
lelt), S s(t) S allel + Jo lfi(s)lds + M|P(t)| 
жаз fo ly(s)lds, 


由 引 理 12 得 
yt) < (alkoli + Jo Ifi(s)lds + MIP,(t)|)esz', 
te (0, 5], 
类 似 地 可 有 估计 式 


v(t) < (ay(to) + fy, (fi(s)lds + M|Fa(t) etto, 
te [torto + $), 


选取 b> аз, Hf acl < 1. 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 


vlt) < (allel + fo A(s)lds + 2(t + 5) МР (8) ен, 
te [0,4], 
其 中 k 为 正 整数 . 
当 上 =1 时 ， 由 (1.6) 可 得 (1.8) 成 立 . 
设 对 某 个 k,(1.8) 成 立 ， 则 对 k+1 的 情形 ， 设 
rep E 
it =t- реє (0, 5], h (1.7) 和 归纳 假设 得 


alt) < (av(h)+ f 1А. (s)lds + МР0) ) ее 5 
= [айо + J; Ff(s)lds + 2(t 一 到 
+3)MIFa(t – 5) е 
+ hslfi(s)lds + MP,(t)|es25 
< (alloll + fo lfi(s)lds + 2(t + F)MF»(t))e*, 


(16) 


(17) 


(18) 
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故 (1.8) 总 成 立 . 

REB, RIA 

定理 1. 2 ialt) = z(t, р) 为 退化 滞后 微分 系统 (1.2) 的 解 ， 
则 存在 正 的 常数 ab,M 使 得 


Бе < вы | tas + a+ DMEM), (19) 


其 中 F(t) = Кл lf2(ti)l- 


式 (1.9) PARERE Ж (1.2) 的 指数 估计 式 . 
BE: 关于 退化 中 立 型 微分 系统 的 解 的 指数 估计 ， 我 们 可 以 以 同样 
的 方法 进行 讨论 ， 并 得 到 类 似 的 结论 . 


3.2 退化 滞后 线性 微分 系统 的 解 


本 节 用 D- 道 阵 给 出 退化 洁 后 系统 的 基础 解 、 常 数 变易 公式 与 
通 解 , 确定 了 这 类 退化 系统 的 基本 理论 . 它 将 被 广泛 地 应 用 于 各 类 


退化 控制 系统 . 
考虑 柯 西 问题 
Ez(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + f(t), t> 0, en 
z(t) = p(t), -1<t<0, i 


其 中 EA,B є R"*",|E| = 0z(t), f(t),p(t) € R"; olt) 为 相 容 的 
初始 函数 . 

由 第 一 章 可 得 , 如 果 (EA) 正则 , 则 系统 (2.1) 的 解 存在 唯一 
且 可 作 适 当 的 变换 ， 使 得 EA = АЕ. 因而 本 节 总 假定 EA = AE. 
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将 (2.1) 分 成 如 下 三 个 系统 


{ Eš(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + BEE:f(t), t>0, ë 
z(t) = 0, -1<t 
Eš(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + (I - EE) (t), t> 0, 
А 23 
0-o0-{ 0100), t=0, 23) 
0, #<0, 
其 中 wp1(0) 为 任 一 相 容 的 初始 值 . 
Ез) = Az(t) + Bz(t — 1), +>0, б 
z(t) = p(t) = y(t) - pilt), -1 < t < 0. 


h RYE эл. ЫШ 

引 理 2.1 如 z(t), z(t), z(t) 分 别 为 (2.2),(2.3),(2.4) 的 解 ， 
JU z(t) = za(t) +zaz(t) + za(b 为 (2.1) IW. 

我 们 首先 讨论 系统 (2.2) 的 解 . 

定义 2.1 i X(t) e R"x", 则 称 满足 


EX(t)= AX(t) + BX(t—1), t>0, 
ЕЕ, t=0, (2.5) 
0 -l<t<0, 
的 X(t) 为 系统 (2.1) 的 基础 解 . 


定理 2.1 i X(t) 为 系统 (2.1) 的 基础 解 ， 且 (E,A) 正则 ， 则 
系统 (2.2) 的 唯一 解 为 


x)= 


z(t) = f X(t- s)E“f(s)ds. 
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证 明 : 因为 


Ей) = f EX(t- s)E“f(s)ds + EX(0) Es f(t) 

= [(АХ(#-)+ BX(t— s— 1))ESf(s)ds 
+EEEš8Eš f(t) 

= A fy X(t- з)Е f (s)ds 
+B fj X(t- s — 1)E*/(s)ds + ЕЕ“ f(t) 

= Az(t)+ B fg X(t — s — Е f (s)ds 
+EE* f(t) 

= Ar(t) + Bz(t — 1) + EE* f(t), 


故 z(t) 为 系统 (2.2) 的 解 . 由 当 (E, А) 正则 时 解 的 唯一 性 可 得 ， 
所 给 的 解 为 系统 (2.2) 的 解 .定理 2.1 证 毕 . 


设 

E 0 -.. 0 
Е, = 0, п є В+" (+) 
0 0 Е 
则 我 们 有 : 

引 理 22 
E“ 0 … 0 

al 3 ЕЗ... 0 , 
0 о … Е 


(2) ind(E,) = ind(E) = h. 
证 明 : 因为 
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0 0 ЕЕ? 0 
Et o |_| 0 ЕЕ 
0 Ed о о 
ЕЕ 0 0 
0 EE 0 
о 0 EE 
E“ 0 0 
0 F“... 0 
Ek, 
0 0 . Et 
Е 0 … 0 Et 0 
0 Et 0 0 Её 
Е, 
0 0 … Е 0 0 
E“EE® 0 0 
0 EEE“ 0 
0 0 -+ ЕЕЕ 
E“ 0 0 
0 Е... 0 


EE: 
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E 0 … 0 
вн о Е... 0 
0 0 ‹ Е 
gn 0 0 E“ 0 
0 E 0 0 Е 
0 0 ... p 0 0 
ЕФЕ O 0 
a 0 ЕЕ 0 
0 0 E^ pi 
Еһ 0 0 
0 Ph 0 
= = Eh, 
о о z. 
由 D- 逆 阵 的 定义 得 
ЕІ о. 0 
m=|°" ЕЗ... 0 
0 0 ... Е 


而 且 ind(E,) = ind(E) = h 3|3 2.2 证 毕 . 
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第 三 章 BARRAN 
设 
4 0 0 0 0 
B A 0 0 0 
Ду E А шор є RE+Dnx(k+Dm， 
0 0 0 4 0 
0 0 0 A 
我 们 有 


引 理 23 MÆ (E,A) 正则 ， 则 (Ex, A») 也 为 正则 的 . 
EN: RA 


АЕ, + Ак = 
MXE+4 0 0 0 
B ME+A 0 … 0 0 
0 B A 0 0 
0 0 0 > Е+А 0 
0 о о B ЭЕ+А 

所 以 
AR + А = JAE + A|** #0, 

故 引 理 2.3 成 立 . 

设 


Хит) =X(k+7),7 є[0,1), 
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Хо(т) 

Z(t) = 09 є R(ttDnxn, 
Xi(7) 

Ix =(0,0,.--,0,1) e Rrx(e+n, 


(其 中 工 为 适当 阶 的 单位 矩阵 ， 下 同 )， 
则 (2.5) 可 化 为 
Bx2,(r) = A»2x(7). (2.6) 


定理 2.2 ШЖ (Е,А) 正则 ，EB=BE, 则 (2.5) 的 唯一 解 为 
2400) = e#tArZ,(0), 


其 中 
Xo(0) 
ж@ = | 28808) -( EE‘ ) 
; 2«-ı(1) 
Хь(о) 


EE“ 
еба 100) | ` 


证 明 ， 由 本 节 开始 的 假定 EA = AE 和 EB = ВЕ, 我 们 首先 证 明 
EkAk = AEx: 


EA = 
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EA 
EB EA 
EB EA 
АЕ 
ВЕ АЕ 
ВЕ АЕ 
А Е 
B 4 E 
B 4 E 
= АЕ. 
再 来 证 明 2,(0) = ExE{Zx(0). 
显然 上 = 0 时 


Zo(0) = Xo(0) = ЕЕ“ = ЕЕ4ЕЕ“ = EE*Xo(0) = EE“2,(0). 
设 2—1(0) = Е, 183 12,-1(0) йз. W 


2«(0) ER ) 


eF- Z, (0) 
EE‘EE“ ) 


еба Е, Ең Zs-1(0) 


ЕЕ? 0 EE“ 
0 Е.Е, eFt-14r-1 2,_\(0) 
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E 0 Е 0 
Е 2(0) 
Ё на]! ° =] 


= Е,Е{21(0). 
这 样 


ErZi(r) = E,(EBAxeFšAYrZ,(0)) = Axe ^+" (E,EZ,(0)) 
= Ает 2,(0) = Ax 2(т), 


由 (E,A) ER, (Ex, A») 必 正 则 .定理 2.2 证 毕 . 
我 们 知道 ， 当 te [k,k +1] BP, 


X(t) = X,(t — k) = Ь2(- k) = Ire A ZO). 


设 lt] 为 t 的 整数 部 分 ， 则 我 们 易 得 
定理 2.3 ШЖ (E,A) 正则 ， EB=BE, Й (2.5) 的 唯一 解 为 


X(t) = Ie Pn Z, (0). 


由 定理 2.1 和 定理 2.3 得 
定理 2.4 如 果 (E,A) 正则 ， EB=BE, 则 (2.5) 的 唯一 解 为 


z(t) = J еа (0) Baf(s)ds. 


下 面 讨论 系统 (2.3) ЮЖ. 
我 们 设 
z(7) 
(т) = +) e д®+ї\зх, 


z(k +r) 
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Хт) 


fl1+7) 


Рт) = e RHD, 


f(k+7) 
1, = (0,0,-::,0,1) e "(+1)", 
WA z(k + т) = Tyr(7). 这 样 系统 (2.3) 可 化 为 
Ex (z) = A (r) + (1— BxE#)Fx(r). (27) 
引 理 2.4 如 果 (E,A) EW, H EB = ВЕ, ¥ 
(1- Е,ЕҘ)А,АЎ = 工 - EE}. 
WEA: 如果 (EA) 正则 ， 必 存在 常数 c, 使 得 cE + A| Z 0, 这 


样 
|eEx + Ax| = сЕ + А|**! #0, 


MD P, 会 cB + А, 可 道 . 
由 于 Е.А, = А.Е, 有 P.E, = Ex Px, PA = 4kP ,从 而 
PE, = EB,P;', PriAs= AxP;'. 
Ut А, = Pç Ar, Ë, = P7 ' Ep- 
下 面 我 们 来 证 明 
Af = А{Р\,Ё = EtP. 


НР РА, = AxP,, R| Ar = P; APL, 从 而 АЎ = PAP, , 
即 
Р,АЯ = Af Pr, 
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А,(Р,АЯ) = РГА, (Р.А) = AP; PA 
= AA = А{А, 
= APP; А, = (PAR), 
(Р.А{)Аь(Р, А) = (РА (АЬР ЇР, А) 
= РАЗА АЎ = PA, 
АР (PLA) = (AxP; M PAR 
= (Рр) РАА АЯ = (P; P As = Аһ. 
故人 = P,A{ = АЯР,. 
同 理 可 证 É# = РЕ = ЕўР,. 
由 于 Ё, 奇异 ， 必 存在 非 奇异 矩阵 T, 使 得 


А љ 0 
а-тә[ т. P )* 
Ok 


其 中 [л] # O, Jok WAFER. WJ 


£ Р 了 一 0 
À, = I— eË, =Tr! ДЕ т. 
0 Taek 


由 于 Ља SERERE, ЖГ cJo DE. WA 
мета [e o 3 
0 (0-с) ” 
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Sm 0 0 
1-ЁЁ =Tç' т 
01 


ç 1-с 0 
АА =Tr! т 
0 1-е 


- ee)“ 
xT’ (I= сль) 0 Р 
0 (1-с)! 
i Í| Ч@-сМ)(1-сЛь)% 0 
Th, 
0 1 
0 0 
Th 
or ) 
xT 人 -ca 一 cns 0 
0 Ë 


(1- Ё,Ёф)А„А{ 


0 0 Р" 
(¢ ?ra 


又 由 于 
U- ÊxÊğ)ÃxÃt = (I — РГ1БЬЕР,)РГ\А„АЗР, 
= РГЧ1- EL E{)ALA4 Ph 


)* 
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而 
(I - Ё„Ёйу = I - P Ek E$ P, = P;(I - ExE#)P,, 
即 
P;((I — Е,Е)АьА Р, = Pç (I — Е,Е)Р,, 
故 
(1 ELE$)A,A{ = I - ЕЕ 
引 理 2.4 证 毕 . 


引 理 2.5 如 果 (E,A) EW, Н EB = ВЕ, 
Б.А = АЙЕ, EFA = AEF, ERA, = AE}. 


证 明 ， 如 引 理 24 的 证 明 中 所 设 ， 我 们 有 


maaa 
А-ту | E- ee) 0 т. 

0 Jor(T ~ cJok) ' 

因为 
I-—cJw = J(I - сла), 
所 以 
(I = eJx)* = Ju(I - chin) Jd, 

故 


Hall = сла)“ = (I — cJ) Jir- 
又 因为 Jok(T — сЈоһ) = (I — cJor) Jor, 所 以 Jor(1 一 cJor)-! = 
(T —cJak) 1 Jor, 故 
T- Л, РРР 
(I = cir) Jik 0 T = А, Bl 
0 (I — сл) 


АЕ, = ASP, P; Es = АФВ = ÈL At = Е,РГіР,АЇ = Ep Af. 


Ê, А = ті 
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jd û "E 
ÊtÃt -= ( ш Е 


х Gen 0 А 
0 (I сь)" 


Jal -cut 0 
-те( ДУ, )= 
0 0 


而 且 Jall — cha) = (I - cdi) Ji ,我 人 有 Л - сла) = 
(= сл). 所 以 


0 0 
(1-сЛь)% 0 
0 (一 cat)-1 


gs | ا‎ 


BA arpi | CTA ‚)® 


1 
Blt = P, PEP, АЗ = РЕА], 


ТТА Aš ÉE = PAE, Вр Р2ЕЗАЯ = PAE, tk ЕЗА{ = AE}. 
因为 


441 ЛІ сл 0 
Bh =| ™ ( hk) л 
0 0 
a -1 
-тд{Ч-еләлг o|; 
0 0 
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ЕҘА, = EFfP,P; Ak = Ё{А, 
= А,Ё{ = AP, PE1E = АЕ. 


引 理 2.5 证 毕 . 
定理 2.5 如 果 (E,A) 正则 ，EB=BE, 则 (2.7) 的 唯一 解 为 


A-1 
(т) = —(7- ЕЕ) D ЕА) Ет), 


i=0 


FF h = дЕ). 
证 明 由 引 理 25 得 


вайце) = -ЕІ ~ БУЕ) У ВИА" (т) 
= виг - BB) È (EAD АЕО) 
= -0 - BBD) È (EAD FPG) 
= т във) (BAF) 

-(1- ЕЬЕ)ЕМ(А ^Е!(т), 


由 于 (I - Е,ЕЙ)Ер =0, tk 


Едт) = —(1— E,E¢) У (Er AB): FË (т), 


з=! 
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由 当 i>1 时 
(BAB: = (EA) ERAF 
= (Ev A#)'“1E, A AS Af = (Ep A$) А, АЎ, 
我 人 有 
Б) =-(- BED (BA ААРЦ). 
= -(1- ЕЕ) Уваллар) 
+I- Е,ЕҘ)А, АР, (т) 
= A - BED (EA) А Е) 
+I- Е,ЕЎ)А, АЗР, (т). 
由 引 理 24 得 
Еуўь(т) = hxy(r)+ (I — Е.Е) (т), 
故 由 (БА) 的 正则 性 得 


(r) = -(1- Б.Е) УЕА) ЕО (Р) 
i=0 


为 (2.7) 的 唯一 解 . 定理 2.5 证 毕 . 
定理 2.6 如果 (E,A) 正则 ，EB=BE, 则 (2.3) 的 唯一 解 为 


кл 
z(t) = -(1- ЕЕ“) у, E Ta (At) FO e- |). 
= 


证 明 : Ü k = [g], r = t- J, 则 系统 (2.3) 的 解 为 
һ-1 


z(t) = амт) = -Һ(1- Е.Е) УЕА) Е (т). 
i=0 
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由 于 
I(I- Е.Е) =(0,0,.…,0,7) 
1- ЕЕ“ 
I- EE“ 
x 
I- EE“ 
=(0,0,.…,1— ЕЕ“) 
= (I — EE:)(0,0,.…,0,7) = (I - ЕЕ), 
而 且 


LE, =(9,0,:::,0,1) 
E 
= (0,0, ---,0, E) = E(0,0,.…,0,1) = EIk, 
故我 们 有 
Ое 
б = -(1- ЕЕ?) > BEAD Е (т) 
总 
= -(1- ЕЕ) У БАЯ) (т) 
2 
= -([- EF") ў Ehag P(t 10) 
定理 2.6 证 毕 . 


注意 : 初始 函数 е0) 应 满足 
100) = —(I — EE?) > (ЕА) At f(D(0). 
i=0 
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下 面 我 们 再 来 讨论 系统 (2,4) 的 解 . 
将 系统 (2.4) 分 成 两 个 系统 
Eš(t) = Az(t) + Bz(t — 1), #>1, 
Eš(t) = Az(t) + EE:Byp2(t—1), 0<<1, (2.4а) 
z(t) = EEdpa(t), -1<t<0, 
Eš(t) = Az(t) + Bz(t - 1), t21, 
Ez(t) = Az(t) + (I — EE*)Bp(t- 1), 0<2<1, (2.4b) 
z(t) = (I ~ EE*)pa(t), -1<<0, 


其 中 palt) = w(t) – p1 (t). 

不 难 证 明 

引 理 2.6 如 果 z(t), z(t) 分 别 为 系统 (2.42) 和 (2.40) 的 解 ， 
则 z, (t) + zo (t) 为 系统 (2.4) 的 解 . 

对 系统 (2.5) 两 边 取 拉 氏 变换 ， 有 


(АЕ - А- Be-A)Z(X(b) = ЕЕЕ“ 


由 于 (E.A) EW, H im e^ =0. 故 存在 和 使 (XE- A- Be-*) 
可 逆 ， 则 


L(X(t)) = (AE — А – Be” ^) EEE‘. 
对 系统 (2.4a) 我 们 有 


f e МЕ 4 = —Ez(0) + XE [+° e-*z(t)dt 
= -ЕЕЕФ®р›(0) + AEL(z(t)), 
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f e™Ei(t)dt = fj et Eš(t)dt + fT e> Es(t)dt 
= АЈ ea (t)dt + le- "EEiBypa(t - 1)dt 
+A ft” e-*z(t)dt 
+B ff ee (t — 1)dt 
= A [}*е-%т()й + Be) Је e-*z(t)dt 
+ f} e-™EE Boit- 1)dt 
= AL(z(t)) + Be-AL(z(b) 
+ J e” *EE“Bpa(t— 1)dt, 


由 E“ = ЕЕЕ 和 前 两 式 得 
(АЕ – А – Be*)L(z(t) = 已 BBepx(0) 
+ fo е”“ЕЕЕФЕФВеу(%- 1)dt. 
从 而 


L(z(t)) = (AE - А- Ве-^)-1ЕЕЕ*з(0) 
+ fo e™™(AE — А – Ве-*%у-\ЕЕЕФЕ“ 
xBea(t — 1)dt 
= L(X(t)))es(0) + f) e™™ LX (E)NA) 
хЕ*Вз(ё — 1)dt. 


EX w: [-1,00) — [0,1] MF 


0, t20, 
w(t) = ч 
1, t< 0， 
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我 们 有 
J e 3L(X(0)(A)ESBo(t — Dat 
= L(X(0))()) f es BdBpalt — 1)dt 
= L(X(t))(A) fj ° е-“Е#Ву(# – 1)e(t — 1)dt 
= LX (HALE Boalt - 1)o(t - 1))(A) 
= Lf; X(t - з)Е“Вәз(я  1)u(s – 1)ds)(A), 


故 得 


z(t) = X(t)ex(0) + J X(t- з)Е“Ву(в — 1)ш(в — 1)ds 
= X(t)ex(0) + fo X(t — з)Е“Веу(в — 1)ds 
= X(t)pa(0) + fŠ, X(t — 0 — 1)ЕВ (9), 
从 而 我 人 有 
定理 2.7 ШЖ (EA) 正则 ， 则 系统 (2.40) 的 解 为 


z(8) = X(t)p2(0) 
+ j°, X(t - 0 - 1)E4Bo(0)d0, 


由 定理 2.3 和 定理 2.7 得 
定理 2.8 ШЖ (E,A) 正则 ，EB=BE, 则 系统 (2.4a) 的 唯一 解 
为 


a(t) = дее 2 (оуу 
+ [%1у-ө-це”й-*-пАн-ө-а-#-1-[е-в-1) 


х2®у-ө-а(0)Е“Вез(8)а®. 


仿照 系统 (23) 的 讨论 ， 我 们 可 以 将 系统 (2.4b) 化 为 
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(I -EE:)Bps(r – 1) 


0 
Expk(r) = Акук(т) + 


= Акук(т) +(1- ЕЕ) | ，| Bea(r - 1). 


类 似 于 定理 2.6 的 证 明 ， 我 们 可 证 
定理 2.9 MÆ (E,A) EW, ЕВ=ВЕ, 则 (2.4b) 的 唯一 解 为 


һ-1 б. 
z(t) = -(1- ЕЕ) у, E'l Ah (1,0, ---,0)" Ву - [4 — 1). 


i=0 


由 引 理 2.6, 定理 2.8 和 定理 2.9 我 们 得 
定理 2.10 ШЖ (EA) 正则 ， EB=BE, 则 (2.4) 的 唯一 解 为 


z(t) = Hae#0Am(-EDZ(0)o2(0) 
+7 1у-ө-це”й-#-чАн-,-и@-@-1-0-ө-1) 
х240-в-1(0)Е*Вз(0)а9 
к | 
—(1- ЕЕ) У Fili (Ag)i+1 
i=0 


x(1,0,---,0)T Be [0 – 1), 


其 中 
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-| (0) + (1 — EE) (BAJO), t=0, 


olt), -1<t<0. 


最 后 ， 关 于 系统 (21) 的 解 ， 由 引 理 2.1, 定理 24, 定理 26 和 
定理 2.10, 我 们 可 得 


定理 2.11 ШЖ (E,A) ER], EB=BE, 则 (2.1) 的 唯一 解 为 


al = gehat- д (оу, (0) 
+ Д, 不 -oj 全 -Ara 下 
х24.-ө-1(0)Е*Вр(0)48 
+ fo Tose e~ a(e—={t~el) 2, (0) Е (в) е 
Р. 
-1- BE) влад) (FD — 0) 
+000, --:,0)7 Bof’ (t — [t] 1)). 


юз 退化 中 立 型 微分 系统 的 
常数 变易 公式 和 通 解 


本 节 我 们 讨论 退化 中 立 型 微分 系统 ,将 其 分 成 三 组 系统 , 定义 
相应 的 基础 解 ， 并 求 出 其 通 解 ， 从 而 给 出 退化 中 立 型 微分 系统 的 


常数 变易 公式 和 解 的 明确 表示 ， 完 全 推广 了 常 微分 方程 的 基本 理 
论 . 
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考虑 退化 中 立 型 微分 系统 
Eš(t) + Cš(t — 1) = Az(t) + Bz(t — 1) + f(t), 
t> 0, (3.1) 
z(t) = e(t), -1<t<0, 
其 中 E, А,В,С € R"*",|E| = O;z(t), f(t) € R";e(t) є R" 为 可 容 
的 初始 函数 ， 如 果 (E.A) 正则 ， 则 不 妨 设 E 5 A 可 交换 . 
定理 3.1 ШЖ (EA) 正则 ， 则 (3.1) 的 解 存在 且 唯 一 . 
证 明 : 当 te [0,1) 时 ， 系 统 (3.1) 为 
Eš(t) = Az(t) + Belt — 1) — Cp(t— 1)+ f(t). 
由 于 Bolt - 1) - Colt - 1) + f(t) 为 已 知 函数 ， 系 统 为 无 滞后 的 
一 般 退 化 微分 系统 . 由 文献 [5] 得 ， 其 解 存在 唯一 ， 同 理 可 证 ， 当 
t€ [,2) 时 , 结论 成 立 . 用 归纳 法 可 证 对 任何 te R, 结论 都 成 立 . 
定理 3.1 证 毕 . 
我 们 将 (3.1) 分 成 如 下 三 个 系统 
Ez(t) + Сї(#- 1) = Az(t) + Bz(t — 1) + EE4f(t), 
t>0, (32) 
z(t) = 0, -1<t<0, 


Eżlt) + Cš(t — 1) = Az(t) + Bz(t — 1) + (I — ЕЕФ)/(4), 
t> 0, 
z(t) = 0, -1<t<0， 
(33) 


Eż(t) + Сї(#- 1) = Az(t) + Bz(t — 1), 
t>0, (3.4) 
z(t) = p(t), -1<+<0, 
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引 理 3.1 如 z1(t),z2(t),z3(t) 分 别 为 (3.2),(3.3),(3.4) 的 解 ， 
则 z(t) = z (t) + zalt) + z(t) 为 (3.1) 的 解 . 
定义 3.1 Ü X(t) e R", HME 
EX(t)+ CX(t—1)= AX(t) + BX(t - 1), t> 0, 


| EE, t=0, (35) 
Х@) = 
0, -1<t<0 


则 称 X(t) 为 系统 (3.2) 对 应 的 基础 解 . 
定义 3.2 设 Y(b e Rn"x", 且 满足 


EY(t) + CY(t - 1) = AY (t) + BY (t - 1) + (I — EE3)6(t), 
t20, 


fi | I-EE4, t=0, 
0, -1<t<0, 
(3.6) 
则 称 Y(t) 为 系统 (3.3) 对 应 的 基础 解 .这 里 5(t) 为 脉 串 函数 . 
我 们 首先 讨论 系统 (3.2) 的 解 . 
对 系统 (3.5) 两 边 取 拉 氏 变换 得 


(AE + C\e”^ — А – Be *)L(X(t)) = EX(0) = ЕЕЕ, 


由 (EA) EM, 且 当 A 的 实 部 充分 大 时 ，e。-* 与 Xe-> 可 以 充分 地 
小 ， 可 得 存在 和 使 得 (XE+ CAe-* — A – Ве-^) TJX. 这 时 


L(X(t)) = (АЕ + C\e”^ – A- Be") IEEE. 
对 系统 (3.2) 取 拉 氏 变 换 得 


(CAB+C)e — А- Be™>™)L(2(t)) = EE*L(f(t)), 
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这 样 ， 我 们 有 
L(z(t)) = (АЕ + Слет – А – Ве-*%у-1ЕБ“Щ /(%)) 
= (AE + САе-* — А — Be™>)- EEE EtL f (t)) 
= ЩХ())Е4Щ/(4)), 


иж | 
z(t) = f x(t a)B*f(s)ds. 
o 


因而 有 系统 (3.2) 的 常数 变易 公式 
定理 32 设 (E,A) ЕЙ, X(t) 为 系统 (35) 的 解 ， 则 系统 
(3.2) 的 常数 变易 公式 为 


z(t)= i X(t — s)E*f(s)ds. 


下 面 我 们 讨论 系统 (3.5) 的 解 . 
itk 为 正 整 数 ，7e [0,1), 由 (3.5) 可 得 


ЕХ(т) = АХ(т), 
X(0) = ЕЕ“, 
EX(1+r)+ CX(r) = AX(1 +r) + ВХ(т), 
X(1) = Х(1-0), 
EX(2+r)+CX(1+r)= AX(2+r)+ BX(1 + r), 
X(2) = X(2 - 0), 


EX(k +7)+ CX(k -1 +7) = AX(k +7) 
+ВХ(Е-1+т), 
X(k) = X(k - 0). 
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е 
Е 0 0 0 0 
С E 0 0 0 
йе Ое 0 0 ERCk+Dnmx(k+Dn， 
0 0 E 0 
0 0 С E 
4 0 0 0 
B 4 0 
Аре R AGC Ë e Rta), 
0 4 0 
0 0 0 B 4 
设 
X,(z) = X(k + r) € [0,1), 
Xo(7) 
Xx 
2407) = Үз) є В+)", 
Х(т) 


1, = (0,0,::-,0,1) e Rnx(kt+bn， 
(其 中 工 为 适当 阶 的 单位 矩阵 ， 下 同 ), 则 系统 (3.5) 可 以 写作 
Е,2,(т) = А,2,(7), 7 € (0,1). (3.7) 
MR telk k+l), WE 
X(t) = X(k+t — k) = I,Z,(t — k). (3.8) 
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引 理 3.2 ШЖ (ЕА) EM, W (E, Ax) WEN. 
证 明 : 由 于 (E,A) 正则 ， 存 在 s 使 得 |: 已 + A| # 0, m 
Е, + А, | 


sE+A 0 0 <ç. й о 
sC+B зЕ+А 0 ... 0 0 
à 0 sC+B зЕ+А … 0 0 
0 0 0 .sb+A 0 
я 0 0 эС+В зЕ+А 
= |sE + АЁ +! #0, 


HK (Er, Ax) 也 正则 ， 引 理 3.2 证 毕 . 
如 果 (E,A) 正则 ， 则 存在 Xo, 使 得 AoBk + Ak HDR. Ф 
Ё, = (ХЕ, + Ax)“ Es,Ak = (ХЕ + Ак)! Ау. 
引 理 33 Ê,Ã, = А„Ё,, ЁЗА, = А„Ё{. 
EM: HF À, = 了 ~ АЁ, 从 而 

BA = Ё, -MBB = (I - АЁ), 
kk 

BiA = Ê$- MBBB MBB 
= (1- %Ё)Ё = Ã,Ê, 
引 理 3.3 证 毕 . 
定理 3.3 ШЖ (БА) 正则 ， 则 (3.7) 的 解 为 
Z,(z) = ec 全 人 rr 记 并 2Zx(0)， 

TE Z,(0) = Ё,242,(0). 


其 中 re [0,1), 
2.00) = ( ЕЕ" ) 
Z,- (1 - 0) 
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е EE‘ 
eB EO 


证 明 ， 由 (Е,А) 正则 得 (Ê, Â) 也 正则 . i 


N Ja 0 
EY a و‎ % 
0м 


其 中 Jo ТРЕЕ Е, Ja 为 一 个 非 异 矩阵 ， 则 有 


Тыз Ж )= 


À, = 1- Ё, = Тг) 
0 I-J» 


代入 (3.7) 得 
[° ç Jaz 
0 Jo 


а ( Ion 0 ) абу 
0 I- АЈ 


427) = ( a) БЕСЕ J 的 阶 数 相同 ， 


(т) 
9 HFS Jon 的 阶 数 相同 ， 则 方程 (3.7) 化 为 


Лаф) = (] — XoJis)oak(r)， 
«ўз (т) = (1— XevJokjgak(r)， 


由 (3.7a) 得 


Su(r) = e -Aoa g, p (0). 


(8.7a) 


(3.7) 
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用 Jj R (37) 得 


Jokiax(7) = (Jok — Mk)ga (7), 
从 而 Jak galr) = 0. FEF 1, = ind(Jok) = ind(E,). 
再 用 JA? 3 (3.7) 得 


Jok \фәд{т) = (J — Эд!) (т), 
从 而 Jok ga (r) = 0. 
依次 类 推 ， 我 们 可 得 Ja glr) = 0,(4 =3,4,.....k- 1). 从 
而 我 人 有 
gaT) = (I MoJok)gak(r)+ XoJokgzk(r) 
= (Jokgzk(r)) + XoJokgak(r) = 0. 


故 系统 (3.7) 的 解 为 
200) =T;' (т) =m etin 1-а)" 100) 
9(т) 0 
J (1-Хо-Аь)т 
=a ü “ол 
0 1 


oh T ar (9900) |, 
0 gax(0) 


由 于 
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* 
0 2 
xa 0 Та 
0 I- XoJok 


ef (Iola 0 
= Ту! Te, 
0 1 


Вр Zk(7) = eËtÀ:r Ê, Êğgx(0), 从 而 Z4(0) = Pv Ë#ox(0), 又 
Ё,Ё12,(0) = ЁЁ ЁЁ ду (0) = ÊxÊfg.(0) = Zi (0), 
# 2107) = eËt Ar È, Êd 2, (0), TH. Z,(0) = Ê, Ê{Z,(0). 定理 3.3 
证 毕 . 
由 定理 3.2 和 (3.8) 式 得 
定理 3.4 如 果 (E,A) 正则 ， 则 (3.5) 的 解 为 
X(t) = Te An É 84,20), 


其 中 不 大 于 + 的 最 大 整数 . 
由 定理 3.2 和 定理 3.4 得 
定理 3.5 ШЖ (E,A) 正则 ， 则 (3.2) 的 唯一 解 为 


a(t) = [1—еЁй-яАн-я@-э-и-а) 
XB 26-90) (=) 
接着 我 们 来 讨论 系统 (3.3) 的 解 


对 系统 (3.6) 两 边 取 拉 氏 变 换 得 
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(АЕ + Се-* — А – Be-*)L(Y(t)) 
= Е(1 — EE’) + (I - ЕЕ“) = (E + IXI -已 Ba)， 
从 而 有 
L(Y(t) = (ХЕ + Слет\ — А – Be™>)-}(E + D(I — БЕЗ). 
对 系统 (3.3) 取 拉 氏 变换 得 


(AE + Слет^ — А – Be *)L(z(t) = (1— EES*)L(J(t)). 


вет (7 (re яа DAFEN, W 
0 


0 0 
1- EB =T T, 
01 
esrara HI 0 jr, 
0 Jo+ 了 


+N- БЕ?) =т-1| FT O )" 


0 J+I 
xT р T 
or 


=m ° Ë: T. 
0 Jo+T 


由 于 Jo ЮЕ, J 1 + Jo 可 道 . 因而 有 


I-EeE -r> |? 9 ]r=zr-:|" ° jz 
of 0 љ+І 


-1 
ха? р ° T 
, (0 ^+! 


= (E +I)(I — ЕЕГ + E(I – EE®))¬, 
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这 样 ， 我 们 有 
L(z(t)) = (АЕ + Слет – А – Вет) 
х(1- EF3)L(f(t)) 
= (АЕ + Сле-^ – А – Be’*)-! 
x(E + (1 – ЕЕ?) 
x(I + Е(І – EE8))”1L(f(t)) 
= L(Y(0))(I + Е(1- EE*))L(f()), 


故 由 卷 积 公式 有 
а Í “Y(t (I + Е(1- BE9))”17(8)ds, 


而 有 系统 (3.3) 的 常数 变易 公式 ， 
定理 3.6 设 Y(t) 为 系统 (3.6) 的 解 ， 则 系统 (3.3) 的 常数 变 
易 公 式 为 
z(t)= [ Y(t- s)(I + E(I ~ EE:))-!f(s)ds. 


为 了 求 出 系统 (3.3) 的 通 解 , 我 们 必须 先 给 出 系统 (3.6) 的 解 . 
为 此 ， 我 们 给 出 
引 理 3.4 如 果 (E.A) 正则 ， 则 系统 Eš(t) = Az(t) + f(t) 的 解 


为 
z(t)= «Ё*#Ё4Ёг(о) 
+ fo e“ A-0) Èt j (0)də - (1 — ÊÊ“) 
E (BASA, 
+=0 
其 中 


B=(ME+A-E, А = (МЕ+ AJA, 
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Қ) = (МЕ +A) f(t), h=ind(E). 
该 引 理 的 证 明 可 参阅 文献 9). 
对 于 系统 (3.6), 设 € [0,1), 我 们 有 


ЕУ (т) = AY (r) + (I — EF3)6(t), 
Y(0) =I- EE’, 
EY(1+r) +CY(r) = AY(1 + r) + BY (7), 
Y(1)=Y(1-0), 
EY(2+r)+CY(1+r)= AY(2+7)+ BY(1+ 7), 
Y(2) = Y(2-0), (39) 


EY(k+r)+CY(k-1+r)= AY(k+r) 


+BY(k-1+7), 
Y(k) = Y(k — 0). 
设 
Yk.k(r) = Y(k +r),r € [0,1), 
Ут) 
mlr) = | “O | erena, 
Ут) 
显然 有 
Y(k+r)= Анат). (3.10) 
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(I— EE4)6(t) 
G,(r)= н € Rlk+1)nxn 
° 
M (3.9) 可 化 为 
ExB,(r) = AvH,(r) + G,(z). (3.11) 


由 引 理 3.3 和 引 理 3.4 可 得 
定理 3.7 ШЖ (БА) 正则 ， 则 (3.11) 的 解 为 


НЫ!) = eftir ÊÊ, B,(0) 
INS OL 


-0 - BBD (BA ДОР), 


其 中 心 = ind(E,). 4 k = 0 时 ， 
Н,(0) = Ho(0) = (Y(0)) = I – ЕЕ“, 


当 k>1 时 ， 
Y(0) 
H,(0) = x -( 1-б ) 
$ H.-(1- 0) 
Y(k) 


G, (0) = (Ax + XE») G(r). 
由 式 (3.10) 和 定理 3.7 可 得 
定理 3.8 如 果 (E,A) 正则 ， 则 (3.3) 的 解 为 
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YG) = gehn- 
x Êi ÊH (0) 
+I [EY ehato 
x Ê$ Ĝiy(0)d0 -Iyl - ЁЁ) 
ME ayain GO 
b (Êg Ah Âi E- (10). 
由 定理 3.6 和 定理 3.8 得 
定理 3.9 MÆ (БА) 正则 ， 则 (3.3) 的 解 为 
a= ee) 
x(I + E(I — ЕЕФ)у-\ f(s)ds 
二 
хһо4Ей_„бү-—„(#)49) 
x(I + E(I – EE:))-!f(s)ds 
Š Jho Te-a- Êr- Êf) 
j1 
总 (Bafa) 
хдр ÂR t-s- (6-8) 
x(I + E(I — EE*))~' f(s)ds. 
下 面 再 来 讨论 系统 (3.4) 的 解 . 
可 将 其 写成 : 


Ez(t) = Az(t) + Bz(t — 1) — Cp(t — 1), 
0<#<1, 

Eš(t) + Cš(t — 1) = Az(t) + Bz(t — 1), (3.12) 
t>1, 

z(t) = y(t), -1<t<0. 
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z(r) 
z(1+7) 
令 ш(т) = Š ,显然 
z(k+r) 
z(k+r)= (т), (3.13) 
r € (0,1). 从 而 系统 (3.12) 为 
B 
0 
EBu(r)= Aw(r)+]| ，|wr-U 
9 (3.14) 
© 有 
0 
ш О |. ы, 
0 


由 引 理 33 和 引 理 3.4 得 
定理 3.10 ШЖ (ЕА) 正则 ， 则 (3.14) 的 解 为 


ш(т) = eÊtÃ»” Ё, Êdu(0) 
+}; е®Ам-®ЁЩсоцВ,0,..,о)у{# — 1) 
—eol(C,0,---,0)ó(0 — 1))40 — (I — É, Ê$) 
E (EAD А еоцв,о, 2630) 


xp (r — 1) — col(G,0,---,0)e*D(z — 1)), 
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z(0) 
其 中 ww(0) = з 
101-0) 


由 定理 3.9 和 式 (3.13) 得 
定理 3.11 如 果 (E,A) 正则 ， 则 (3.4) 的 解 为 


20) = Te (0) 
+ Д ливене 
хЁ|(со(В,о,..-,0уу(# — 1) 
—eol(C,0,---,0)2(0 — 1))48 
(1~ Êmê) 


x: (Ёд 


хов, o,- ,0)Ф0(#- [t] - 1) 
-о(С,0,.. ,0)p*(t — [t] — 1)). 


最 后 我 们 给 出 系统 (3.1) 的 常数 变易 公式 和 通 解 . 


由 引 理 3.2, 定理 3.2 和 定理 3.6 可 得 系统 (3.1) 的 常数 变易 公 
式 为 


定理 3.12 MR z(t, 0,0) 为 系统 (3.4) OR, X(t) 为 系统 (3.2) 
对 应 的 基础 解 ，Y(t) 为 系统 (3.3) 对 应 的 基础 解 ， 则 系统 (3.1) 的 
解 为 


z(t) = (t,@,0)+ f X(t- s)E“f(s)ds 
+ f3 Y(t- s)(I + E(I — 已 Ba))-1f(s)ds. 


由 引 理 3.2, 定理 35, 定理 3.9 和 定理 3.11 得 


第 三 章 ”退化 时 洁 系 统 的 解 89 


定理 3.13 ШЖ (E,A) 正则 ， 则 (3.1) 的 解 为 


= 


eget DB Be (д, ,(о)Ё4 
—Hu-4(0)(I + E(I — ЕЕФ)у-\)/()4з 
ee E E 

x Êu- Ê, Ê ıe-.(0)40)(1 + E(I — EE“))¬" f(s)ds 
ghh- all- ЁрЁ) 

"Эф „д „др e-a 
x(I + E(I — EE9))-1f(a)ds 

十 Je 部 it 全) Êy Êu (0) 

+ f Igeh Ant-t- а (eal(B,0,---,0) 
xp(0— 1) — col(C,0,---,0)ġ(0 — 1))48 

-щ@. - ÊÊ) 


Si (Ba Ah АЙ, 


xeol(B,o,: ,0)p0(t— [t] — 1) — col(C, 0, -- -,0) 
хө@+1)(@— [t] — 1)). 
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本 节 讨论 具有 时 灌 的 退化 差分 系统 ， 给 出 其 初始 函数 的 相 容 
性 条 件 ， 并 给 出 其 通 解 ， 最 后 举例 说 明之 . 
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考虑 退化 时 洁 差 分 系统 
Ba(k+i = Az(k)+ © Ba(k- i) + SCK), 
а 
(k=ko,khot hkot2,), (41) 


z(k) = p(k), 
(k= kosko = l... ,ko = D, 


其 中 已 4, Bi = 1,2,…,1) WH n x n WER: 1/ 为 一 个 正 整 
Ж, det(E) = 0, p(k) € R"(k = ko, ko — 1,۰-۰, ko -站 为 给 定 的 初 
始 函 数 ， z(k) € R" 为 状态 变量 ， f(k) € К" SEREN. 

为 介绍 本 节 的 主要 结果 ， 我 们 先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 4.1 对 退化 差分 系统 


Ez(k+1)= Az(k) + f(k) (42) 
如 果 (EA) 正则 ， 则 其 通 解 为 
z(k) = (Ê*Ã)*ÊÊ*z(0) 
PG) 
-(1- ÊÊ*) 
hal 


(BA A ](к + j), 


j=1 


(4.3) 


ж. 
Ё = (E+ A)3E, 
Â =(QE+A1AP( + j) 
= (AE + A)“ f(k + j), 
h = ind(E).z(k) 
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的 值 与 的 取 值 无 关 . 且 系 统 的 初始 条 件 应 受 下 式 约束 


z(0) = ÊÊ*z(0) — (1 — ЁЁ“) у (ЁА4у А“ ](у). 
j=l 

该 引 理 的 证 明 可 参阅 文献 加 

定理 4.1 如 果 (E,A) 正则 ， 则 (4.1) 的 初始 函数 p(k) 的 相 容 
性 条 件 为 

(к) = Bip(ko) - (1— ЁЁчу у; (BA At 
Ын к ua 
х Ва =i) +/+) 


ДФ Ê = (ЕА) Е, A= (АЕ + А) A, f(ko + j) = (АЕ + 
А) +j), Ê; = (AE + A) Bi (i= 1,2,...,.1), h = ФЕ). 
证 明 ， 考虑 系统 


| Ez(k+ = АЮ) + $ Biolko — i) + f(bo + b), 
а (4.5) 


z(k) = p(ko). 


显然 系统 (4.5) 中 如 果 令 z(k) = z(k + ko), 则 在 上 = 0 时 ， 系 
统 (4.5) 与 系统 (4.1) 是 等 价 的 . 由 引 理 4.1 得 系统 (4.5) 的 初始 函 
数 相 容 性 条 件 为 


š SE СА 
200) = ÊÊ*#(0) - (I - ЁЁ“) у; (PBA) 

WEA а (4.6) 
ХАУ Вк =i) + f(ko + ;)) 


由 z(k) = z(k + ko) 得 0) = z(ko) = (ko), КА (4.6) 即 得 条 件 
(44) 成 立 ， 定 理 4.1 证 毕 . 
下 面 我 们 将 系统 (4.1) 用 另 一 种 形式 来 描述 
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设 
a(k + ko) 
k+ ko—l 

хах | “КТУ. |, вл) 
a(k + ko — 1) 
E оо... 0 0 
0 I о. оо 

ж | 009 1-00 | 
0 0 0 I 0 
0 0 0 о + 
A Bı В, Вл В 
гоо... о о 

җы * £ ® 0 0 А 
0 0 0 о о 
ооо... т O 

Е(К) = col( f(k + ko),0,---,0) € Ачин), 

五 = (7,0……,0) € R+), 

则 有 

z(k + ko) = Try(k). (4.8) 
这 样 系统 (4.1) 就 可 写作 


Eiy(k + 1) = Ary(k) + F(R). (4.9) 
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引 理 4.2 
ind(E,) = ind(E) = h, 
E“ 0 0 
0 1 0 
ME Ef = 
0 0 І 
证 明 : 设 
Е? 0 
< 0 І 
Е, = 
0 0 
则 有 
E 0 0 
5 =| ° ! 0 
0 0 І 
Е 0 
0 I 
х 
0 0 І 
ЕЕ 0 0 
о i 0 


(4.10) 


退化 、 时 灌 微 分 系统 


=E; 


而 且 ， 我 们 还 有 


(1-EE)E = 
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(I—-BE)E: 0 ... 0 
0 is Ж 

= =0, 
0 0 - 0 


故 由 D- WELT, Ef = Er, B ind(E,) = ind(E) = h. 
引 理 4.2 得 证 . 
引 理 4.3 如 果 存在 数 和 使 


ATE- АМ — Ву! -... — А-у — В| #0, 
则 (Bı, A) 为 正则 的 . 
证 明 : 
[ДЕ -A 
MAE-A -B, -B -Bıı -Bı 
-I M 0 0 0 
Е 0 -1 M 0 0 
0 о о м 0 
0 о o -I M 
XE- A-B, -B, -Bs -Bı-ı -Bı 
-1 M 0 0 0 
0 к 
ыы I M 0 0 
0 0 M 0 
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== 
АЗЕ - АА?-В\А-В, -Bs -В, --. -Bı -Bı 
=£ M O . 0 0 
0 -I Al 0 0 
0 0 AI 0 
0 0 - М 
= JAE — AA! ВМ-1—... — АВ, - В|] # 0, 
引 理 43 证 毕 . 
定理 42 退化 时 滞 差 分 系统 (4.1) 中 ， 如 果 存 在 和 使 得 
ЈАРЕ – АА — ВІЛ! –... - АВ - Bi) # 0, 
则 其 解 为 
z(k) = MÈJA)" É Ê olko) v(ko – 1),---, 
#(ko — 1)) 
+ Ў (BFA 0) an 
КЕ 


-Щї- ЁЁ) УБАДА ИЕ — ko +3). 
р 


EN: 由 于 存在 和 使 得 |X+1E- Ал! ВА! -...- АВЫ 
Bı) # 0, 由 引 理 4.3 得 (为 , А) 为 正则 的 , 又 由 引 理 4.2 得 ind(El) = 
ind(E) = h. 再 由 引 理 4.1 得 系统 (4.9) 的 解 为 


Dh hO 
; 


0 А (BA A Fk). 
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由 (4.8) 得 
x(k + ko) = ЩЁ#А)* Ê,Êfy(0) + NÊ (BAN) 
Р 
-14 - BBD E (BAALE + 3), 
Ë 
从 而 有 
z(k)= (ÊH È ÊS olko), olko -De(ko – 0) 
r O Wy. 
+ (By AD) 
š 
A 
Ë 
定理 4.2 证 毕 . 


下 面 我 们 来 举例 说 明 本 节 主 要 结果 的 应 用 . 
例 4.1 考虑 二 维 时 灌 差 分 系统 : 


m(k+1)==(k-1)+z(k-1)+1, 
O==(k)+zz(k-1)- 1, 


0) = [ ж ) = ( | s (4.12) 
ГА 
gje oD | _ [0 
yaz( 一 1) 0 


对 照 系 统 (4.1) 可 得 


= (2) 2-0 (= J 
z2(k) 0 0 01 
1) 
ё = a 
0 1 
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ЦЕ) = ) sind(E) = 1. 
从 而 我 们 有 
e+ (> к) 

0 1 
取 入 =1 得 


1 
0 


0 
0 
4-024 o : 
0 1 
) 
1 
1 


Ё = (ХЕ + А) Е = ( 


Ê = (AE + А)-!В = | 
0 


fk) = (АЕ + Ау-\/(®) = 
这 样 ， 如 果 取 ko = 0, 我 们 得 
Ре a дыл РЧР 2, 
ЁЁ“ (ку) ~ (1 ÊÊ“) > (EA) Ât 
名 


1 = 
х био = i) + Ã(ko + 3)) 


opa оо\/оо 1 
Tko Warg Na “Р 
Е 1 0 
7407 М) 

1 
= i = 4(0) = (ko), 


BD (44) 成 立 ， 由 定理 4.1 得 ， 初 始 函数 p(k) 是 相 容 的 .又 由 于 
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2-1 -1 
-A=1 


АЕ -– АА – B| = 


К 
取 入 = 0, 得 


NE- A\-B| =1 #0. 


又 
1000 
Е 0 0000 
Е = = 
of 0010 
0001 
0011 
бе AB) [отот 
I 0 1000 
0100 
Fı = col(1, —1,0,0), 
ЖА = 0, 则 我 们 有 
001 0 
ё 00041 
Ё = (АЁ + A) E, = z 
100 1 
00 0 -1 
1000 
4 0100 
Åi = (AB +А)ЗА = А 
0010 
0001 
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0 
A 0 
(k) = (АЕ + 40-1Fik) = У 
-1 
BRÅ =1, X 
=i 100 
ы -1 0 0 
Ë = T Ту, 
0 10 
о ооо 
其 中 
1 0 10 
2 0 1 
m=| ° ç 
-1 1 10 
0 -200 
则 
-1 -1 0 0 
А 0 -1 00 
Bf = Tr, 
0 0 10 
0 0 оо 
由 定理 4.2 得 系统 (4.12) 的 解 为 


[ E e (элк + 
20+ (-1)*) 
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系统 的 稳定 性 是 诸如 管理 系统 、 电力 系统 、 工 业 工程 系统 等 等 
实际 系统 的 一 个 重要 性 能 指标 . 近年 来 ， 已 引起 了 各 方面 的 广泛 
关注 ， 并 取得 了 许多 重要 成 果 . 但 是 ,关于 退化 时 汪 微 分 系统 的 稳 
定性 问题 ,结果 却 赛 察 无 几 . 因而 在 本 章 中 ,我 们 将 对 其 作 深 入 讨 
Ф. 

本 章 共 分 四 节 , ИОНИ RK BREYER V- 泛 
函 方法 和 全 时 滞 稳 定 的 代数 判 据 ， 并 讨论 退化 时 滞 微 分 系统 周期 
解 的 存在 性 问题 . 


кі 退化 时 洁 微 分 系统 稳定 
性 的 v- 泛 函 方法 


在 本 节 中 ， 我 们 首先 对 于 一 般 的 自治 退化 时 洁 微 分 系统 的 稳 
定性 给 出 其 V- 泛 函 判定 定理 . 然后 对 一 种 特殊 的 退化 时 灌 微 分 系 
统 ， 即 差分 微分 系统 与 差分 系统 的 混合 系统 ， 给 出 一 个 具体 的 V- 
省 函 和 相应 的 定理 ,并 举例 说 明 其 应 用 . 最 后 ,对 二 维 退 化 时 洁 微 
分 系统 ， 给 出 一 类 V- 泛 函 存 在 的 充 要 条 件 . 
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LL Su m Н ELEM EI 
Ez(t) = [(т‹), (1.1) 


这 里 
Јр) = C(O, В"), С = C([-r, 0), R") ,而且 /(0) = 0, z,(0) = 
z(t + 0),0 є [—r,0J; E € R"*", Н |E| = 0. 对 于 weC, 我 们 定义 
其 范 数 
|= sup 9(0). 
өє{-то] 


定义 11 如 果 V(w)C — 有 为 一 个 纯 量 的 实 值 迄 函 ， 具 有 连 
续 的 偏 导数 ， 而 且 V(0) = 0, 则 称 V(p) 为 一 个 Liapunov ER, 简 
称 为 V- ER. 

定义 1.2 对 于 任何 we O, 如 果 V(p) > 0( V(e) < 0 ), 则 称 
Vio) 为 半 定 正 泛 函 (FE ER). FFE EZE RR FFE FUE KO Ff 
为 半 定 号 泛 函 . 

定义 1.3 对 于 任何 非 零 的 pe Ó, MR Уу) > 0( V(y) < 0), 
则 称 V(9) 为 定 正 证 函 (EMER). 定 正 泛 函 和 定 负 泛 函 通 称 为 定 
HER. 

定理 1.1 对 于 系统 (1.1), 如 果 存 在 一 个 定 号 的 V- EK, 使 得 
Vane) 为 一 个 与 V(p) 符号 相反 的 半 定 号 泛 函 或 恒 等 于 零 ， 则 系 
统 (1.1) 的 解 是 稳定 的 . 

ЖЕН]: 我 们 不 妨 设 V(w) 是 正定 的 ， 于 是 对 任意 的 e > 0, 存在 
nle) > 0, 使 得 当 loll > e pe C 时 ，V(w) > nle) X B V 的 连 
续 性 和 V(0) = 0, 对 nle), 存在 一 个 6 > 0 , 使 得 当 lloll < ó 时 ， 
V(e) < иңе). 显然 5< e. 

取 ze € б, |121 < 6, 又 设 z(t) 为 系统 (11) 的 满足 条 件 
z(to +0) = zw 的 解 ， 则 当 t> to WF, ||| <. MEFR, MWE 
Ж > to HERZ t€ [to, t°) B}, [шр < = ,而 Е =e. 于 是 我 
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们 有 
mle) Уе) = Уба) + J, Sdt 
< V(ze,) < 2700) 
FH. 故 lzd| < e, 这样 |z(bl < та < e， 即 系统 (11) 的 零 解 是 
稳定 的 . 

定理 1.2 对 于 系统 (11), 如 果 存 在 一 个 定 号 的 V- ER, tk 
得 йл) 为 一 个 与 V(p) 符号 相反 的 定 号 泛 函 ， 则 系统 (1.1) 的 
解 是 渐 近 稳定 的 . 

证 明 : 不 妨 设 V(p) 为 一 个 正定 的 泛 函 , 由 假设 当 ze € O 时 ， 
Йола) 定 负 ， 由 定理 1.1 知 ， 系 统 (1.1) 的 零 解 是 稳定 的 ， 这 时 
必 存 在 和 > 0, 使 得 对 任何 zu € Ó , ||zioll < 5, 系统 (1.1) WED 
始 条 件 z. BI z(t), 具有 性 质 


Jim |z(9)| = 0. 
否则 ， 任 给 6 > 0, 存在 z, € Ó, |, || < 5 和 一 个 数列 {tn}, 使 得 
系统 (1.1) 满足 初始 条 件 rt 的 解 ， 具 有 性 质 
„im lz(tm)| = H > 0. 
从 而 
„im lleen] > H >0. 
令 V(t) =V(zt), 则 V(t) 为 + 的 单调 减少 函数 ， 所 以 我 们 有 
llim V(#) = lim V(tm) = co > 0. 
故 存在 充分 大 的 T > to, 使 得 当 t> TRF, V(t) > 1%. 
由 于 V 是 正定 的 , 存在 一 个 a > 0, 使 得 对 + > T, 有 llel > a. 
又 因为 Va (t) 是 负 定 的 ， 存 在 с* > 0, 使 得 


WO o 


«© >т. 
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V(t) < V(T) – c° (t Т), er 


JR t° = max{T,T+ÈV(T)} , 则 我 人 有 当 t> t° Bt, V(t) < 0, 
这 是 不 可 能 的 ， 定 理 证 毕 . 
我 们 再 考虑 退化 时 洁 微 分 系统 


Bz(t) = Az(t) + Bz(t — 1) (1.2) 


XE P.A, B e R"x" ЖН, || =0, z(t) e Rn. 
我 们 知道 , 当 (Ё, А) 为 正则 时 , 可 通过 变换 , 得 到 与 系统 (12) 
等 价 的 系统 
| 2100 = Азт(#) + Bnz(t = 1) + Biazaft = 1), 


(1.3) 
Nz2(t) = 2200) + Bazı(t — 1) + В»т;(Ф@- 1), 


其 中 z(t) € R": ,zo(t) € R ni + п; = п;А,Ву € чх"; 
Bn € Е" ,Ву € R™*™ В € Ех", N € "эх, ү NEF 
矩阵 . 

在 系统 (1.3) P, 特别 令 人 感 兴趣 的 是 N = 0 时 的 情形 . 这 时 
系统 (1.3) 就 为 微分 差分 系统 与 差分 系统 的 混合 系统 


| Ald =з Ваа) Вон, д 


za (t) = -Bazilt — 1) — B>xza(t — 1), 


我 们 知道 ， 对 孤立 的 差分 微分 系统 和 孤立 的 差分 系统 的 稳定 
性 ， 目 前 已 有 许多 成 果 ， 而 对 (14) 中 Bi # 0,B> # 0 的 情形 ， 
即 混合 系统 的 稳定 性 尚 需 认真 讨论 .下 面 我 们 将 给 出 其 稳定 性 的 
有 效 判定 定理 . 

我 们 设 
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z-(; 让 的 К]: 
0 0 0 了 
B Ви В | 
Bn Bn 
这 样 ， 系 统 (1.4) 就 可 写作 
Ez(t) = Az(t) + Bz(t — 1). (1.5) 
设 
m: Cn Co Я 
Cn Cn 
为 一 个 半 正 定 的 矩阵 ， 而 
D= Du Diz 
Dn Dn 
为 一 个 正定 的 矩阵 ， 并 设 
0 
V(e) = «(О)Е'СЕџ(0) + f , #'(@)De(0)a, (1.6) 


RE” ARRE. 
由 系统 (1.4), 我 们 得 


2100) = Pz(t - 1), 


жш P = -(0,1)B. 这 样 我 们 有 


йе єй \| {го z1(t) 
z2(t) 0 P z(t—1) 
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a "小 = ( z ) 
0 F z(t— 1) 


这 样 z(t) = Fylt), z(t- 1) = (0, T)y(t). 
由 (1.6) 我 们 有 


V(ze) = 2(t)E'CEz(t) + J: z'(t + 0)D=(t + 0)d9, 
ы 


Vu.s)(z) = (Bš(t)'CEz(t) +z'"t)E'C(Eš(t)) 
+z'(t)Dz(t) — z(t — 1)Dz(t - 1) 
= (Az(t) + Bz(t — 1))'CEz(t) 
+z” (t)E”C(Az(t) + Bz(t - 1)) 
+z” (t) Dz(t) 
-z'(t — 1)Dz(t - 1) 
=т'((А'СЕ + Е'СА + D)z(t) 
+z" (t)ECBz(t - 1) 
+z (t — 1)B'CEz(t) – z'(t — 1)Dz(t - 1) 
= y'(t)F'(A'CE + E'CA + D)Fy(t) 
+y'(t)F'E'CB(0, I)y(t) 


+y'(t) ; B'CEFy(t) 


-via | ° | ролью 
1 


(1.7) 


= y'(t)(F'(A'CE + E'CA + D)F + F'E'CB(0,T) 


+ ( ° ) B'CEF - ( 0 ) Do Dv(t). 
I I 
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我 们 设 
W= F'(A'CE+ E'CA+ D)F 


0 
F'E'CB(0, I B'CEF 
l E ( I ) (1.8) 


8) 
一 D(0 Г), 
I 


则 由 定理 1.1 和 定理 1.2 得 
定理 1.3 如 果 存 在 一 个 半 正 定 的 矩阵 C 和 一 个 正定 的 矩阵 
D, 使 W 为 一 个 半 负 定 的 矩阵 (Жл ЗЕ РЕ), 则 系统 (1.2) 的 零 解 是 
稳定 的 MEREN). 
事实 上 ， 对 系统 (1.5), MEW 为 一 个 负 定 矩阵 ，y'(t)Wy(t) 
必 为 一 个 负 定 的 话 函 .如 若 不 然 ， 如 果 存在 系统 (1.5) 的 一 个 非 零 
解 z(t), 使 得 
(zi (t),z1(t — 1), z(t- 1))W(z1(0),z1 (t — 1),zy(t – 1))' = 0 
由 于 W 为 负 定 矩阵 ,我 们 有 z(t) = 0, B zı(t-1) = 0,zə(t-1) = 0. 
由 (14) 得 z2(t) = -Bazi(t-1)-Bnz(t-1) = —Bai0— B220 = 0, 
E z(t) = (z4 (t),z (0) = 0. 这 与 z(t) FFFA. 
下 面 我 们 给 出 例题 ， 说 明定 理 1.3 的 应 用 . 
例 1.1 讨论 二 维系 统 


| а) = zú, @ 
0=т›(Ф)-}т(Ф-1) 
的 稳定 性 . 

对 照 系统 (1.5), 我 们 有 


(е) 


Ж. ПКР 


108 


则 


) 则 由 (1.8), 我 们 有 
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显然 ，W 为 负 定 的 . 由 定理 1.3 得 ,系统 (1.9) 的 零 解 是 渐 近 
BEM. 
事实 上 ， 系 统 (19) 的 解 为 


210) = e™'z1(0), 
240 = (0926-00). 


显然 ， 当 上 一 co 时 ，z(t) 一 0. 这 与 例 11 的 结果 是 一 致 的 . 
例 1.2 讨论 三 维 混合 系统 


210) = —z1(t) + 121(2- 1) + }za(t — 1), 


m(t) = 次 mlt- 1), (1.10) 
zalt) = faalt - 1) + }za(t— 1). 
对 照 系统 (15) 得 
100 -100 
E=|000|,4=| o 10|, 
0 0 0 0 0 1 
1 二 0 
B=|-2 o о |, 
° 4 4 
从 而 我 们 有 
0 0 0 
F=|o # o Oo 
ЖЕ 


HR C=D=I,# (18) 8 
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w о о — 
° ° = 
е о ә 
o=o 
“oo 
جر‎ 
< ر‎ -mo = 
° ° -一 
— ت‎ 
РА 
оо ~ т. sks o 2S 
ت‎ 
کچ‎ 
oom e ces oe oO t 
боо ө ت کي‎ 
Ж | 
00 а min 
а с AA 
— 
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ооо 
0100 
100 
= 0010 
o10 
0001 
001 
-10 0 озо 
о1о [ооо 
|оож&{ 1000 
оо ¢ ¢ 0000 
0 


" 
own н о о о о 
П 
ын ә 
1 
ak 
=- o о 
о о м4 


0 0 0 -$ 
显然 W 为 负 定 的 . 由 定理 1.3 得 系统 (1.10) 的 零 解 为 渐 近 稳 ， 
定 的 . 


对 于 二 维 退 化 时 洁 微 分 系统 , 我 们 可 以 得 到 一 个 简便 的 结果 . 
下 面 我 们 对 此 作 讨 论 . 
在 系统 (1.3) 中 ， 如 果 n = 2, 则 必 有 М = 0, 这 时 退化 时 滞 微 
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分 系统 必 为 


Í 4100) = ав) + buzi(t — 1) + bazalt — 1), 


0 = z2(t) + bnzi(t — 1) + bxəza(t 1), 


(ып) 


KE z(t), za (t) HAMER, a, bibi ba bz 均 为 纯 数 . 对 昭 


系统 (1.5), 我 们 有 
[ a | ( 10 ) 
A= E= > 
01 0 0 
而 且 
pa | mm bs А 
bn bz 
这 时 
Е- 1 0 0 
0 -bn -bz 
对 任何 常 正 矩阵 
C= Cn C12 
Сл C22 
和 任何 定 正和 矩阵 
p=| % du к 
4 dn 
由 (1.8) 我 人 有 
L 0 
“NES 
01 сз cn 


\( 
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10 си осш a 0 
0 0 ca cn 01 
da dı2 1 0 0 
+ 
dn dx 0 -bn -bz 
1 0 
|50: 26 10 cn аг 
x ç @/\ а as 
0 - 


+ 


асу + da (еә + dı2) 一 bzz(clz +2) 


= | —b2(ei + d2) 4л, 451% 
Без +з) Фаш СЯ 
0 сиби 十 clzb21 сиг 十 clzba2 
+ | enbi + собо 0 0 


cnbiz + ci2b22 0 0 
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0 0 0 
-| 9 hı d2 
0 d2 dz 

2act +d спб 一 bidiz cb 一 bzzdiz 

= | спр - Баба dbl 一 由 Фаль - dia 

cuba – афа d22b21b22 — dı2 452068 - 1) 
于 是 我 们 有 
定理 1.4 对 二 维 退 化 时 洁 微 分 系统 (1.11), 形 如 (1.6) 的 V- 
涝 函 存在 的 充分 必要 条 件 为 ， 存 在 常 正 矩阵 C = À S 和 
n сю 

du dz 


dn dn 


定 正 矩阵 D = [ ) 使 得 矩阵 
Зас tdn сиби – Бафг сцз—-Ё2 
W = | ои ~ Бадә Фа -du Фаль — dı2 
сиб — Бойз Фариб — dı2 dzz( 好 : – 1) 

定 负 . 

一 般 地 , 我 们 可 以 利用 定理 1.4 对 二 维 退 化 时 滞 微 分 系统 的 稳 
定性 非常 简单 地 直接 进行 验证 . 

例 1.3 对 于 例 1.1 的 系统 ， 对 照 系统 (1.11) 我 们 有 

а= -1,5и = ba = bu = 0,bn =—1. 


我 们 取 
== 
01 


代入 定理 14 的 W 可 得 
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= 
" 
© 
0 


" 
© 
1 
© 


o 0 -} 
W 显然 为 负 定 的 ， 由 定理 1.4 得 ， 系 统 (1.9) 的 零 解 为 渐进 稳 
定 的 . 


м2 二 维 退 化 时 洁 微 分 系统 全 时 
滞 稳 定性 的 代数 判 据 


我 们 知道 , 全 时 潜 稳 定性 是 时 注油 分 系统 所 特有 的 性 质 . 文献 
B] 中 对 时 灌 系 统 的 全 时 洁 稳 定性 作 了 深入 研究 ， 并 重 提 了 A.A. 
AHupoHob 公开 问题 ， 是 否 存在 全 时 滞 稳 定 的 代数 判 据 ， 并 就 一 
维系 统 作 了 肯定 的 回答 . 本 节 就 退化 时 滞 微 分 系统 , 给 出 其 全 时 湾 
稳定 的 判 据 , 特别 对 二 维 退 化 时 灌 微 分 系统 , 给 出 其 全 时 灌 稳 定 的 
代数 判 据 , 并 举例 说 明 其 应 用 . 所 考虑 的 系统 当然 假定 其 解 是 存在 
的 . 

为 叙述 和 证 明 本 节 的 主要 结果 , 作为 引 理 , 我 们 首先 给 出 文献 
19] 中 的 一 个 定理 

引 理 2.1 退化 系统 


Eš(t) = Az(t), 
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当 且 仅 当 特征 方程 
М,т) = Е-А|=0 


的 根 全 在 复 平面 左 半 平 面 时 ( 即 每 一 个 特征 根 实 部 全 为 负 ), 该 系统 
是 渐 近 稳定 的 . 
下 面 我 们 再 对 退化 时 滞 微 分 系统 给 出 全 时 滞 稳 定 的 概念 ， 
定义 2.1 对 于 退化 时 汪 微 分 系统 


Ez(t) = f(t,z(t), z(t — 7)), (2.1) 


(其 中 ze R", E € К“*",|Е| = 0ir € R, 为 参数 . ) 若 对 任意 的 
r € R+, 系 统 (2.1) 的 零 解 都 是 渐 近 稳定 的 ， 则 称 系统 (2.1) FRA 
全 时 滞 稳 定 的 ， 或 者 称 系统 (2.1) 是 全 时 灌 稳 定 的 

对 于 n 维 退 化 时 滞 微 分 系统 


Eš(t) = Az(t) + Bz(t — т), (2.2) 


其 中 ze R", E, A, B € К“*",|Е| = 0;r € R, 为 参数 . 我 们 有 
定理 2.1 退化 时 洁 微 分 系统 (22) 为 全 时 滞 稳 定 的 充 要 条 件 是 特 
征 方程 
МА,т) = AE- A- Вет" 
满足 条 件 
(ü) A(%,0)= DE - A - B| = оба, 
(ii) 对 任意 的 ye 及 和 任意 的 re R, 全 有 


h(iy,7) = liyE — A — Вет" 4 0. 


证 明 : 必要 性 , MR (i) FAL, 则 由 引 理 2.1 得 ，7 = 0 时 系 
统 (2.2) 零 解 不 是 渐 近 稳定 的 ， 这 与 (2.2) ення, 
故 (i) 成 立 . 


=. 
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MR (i) 不 成 立 ， 则 存在 ww ERA n eR, 有 
Мут) = linE— A- Be™™] = 0, 


则 系统 (2.2) 在 r = ri 时 有 解 z(t) = eswtz(0), 不 是 渐 近 稳定 
的 ， 这 与 (2.2) 为 全 时 淆 稳定 矛盾 ， 故 (i) 成 立 . 

充分 性 :只 需 证 明 对 任意 re R, (2.2) 的 所 有 特征 根 皆 具有 
负 实 部 . 

设 1= imd(E), 则 可 把 h(A,r) 展开 为 和 的 多 项 式 


КА, т) = Ao)! + AA +...... +A =0 
FF A; (= 0,1,2,-.-,) е" HEAR (Н Ao #0), НЕАВ 
的 元 ej, j, bij 组 成 的 多 项 式 系数 . 


当 TE R, 及 Re) >0 时 有 |e-*"| < 1, 从 而 我 们 有 当 r € R, 
及 ReA>0 时 |4i| HF, it 


= max | 
1<‹<1 |Aol 


再 取 В, = maz(1, (I +1)Kı) > 0, 则 当 JA] > Ri,Re) > 0 Rf, 有 
ол + АМТ! + -++ + A|> Ai — Kh = °° 
-ftar 
> RilAolll п] > 0 
即 在 A|> Rı,Re\ > 0 时 ， 对 任意 r e R, , 特征 方程 


T E€ R4, Re) > 0 


1 


Ат) = AE — A- Be-xr|=0 (2.3) 


EAR. 
由 (ü 得 ， 当 7 = 0 时 ， (2.3) 的 根 都 落 在 左 半 平面 Re) < 0 
+. 当 由 0 增加 时 ，(2.3) 的 根 都 落 在 左 半 平面 Rex < 0 kE. 如 


118 ЖЕ, ЖИЛ ЖЖ 


Fr 由 O 增加 时 ， 根 都 不 落 在 左 半 平 面 Re < 0 上 ， 当 且 仅 当 有 
某 个 > 使 人 在 -R 5 R 之 间 达 到 或 穿 过 虚 轴 ， 而 (ii) 是 不 允许 
这 样 的 ， 所 以 对 任意 7 € R+,(2.3) 的 一 切 根 随 着 7 的 增加 永远 停 
留 在 左 半 平 面 ReA < 0 L. 定理 2.1 证 毕 . 
我 们 知道 ， 定 理 2.1 不 是 代数 判 据 ， 特 别 是 条 件 (ii), 由 于 其 
HRH, WERE. FERNE n= 2 时 的 情况 给 出 其 代数 判 据 . 
当 n=2 时 ， 我 们 可 以 通过 代 换 将 系统 化 为 


Eż(t) = Az(t) + Bz(t — r), (24) 


ы bn biz = z(t) Й 
bn bx ЕДО) 
21(),22(0) 均 为 纯 量 函数 ， re R.. 
这 样 定理 2.1 的 条 件 (i) 即 为 


AE- A-B] 
É ‚)-(® 2) A) 
0 0 an an bn bn 
|А (en +h) (а + b12) 

—(аи + bı) (аә + b22) 


= —(a2z + baa)À + (ai + b11)(a22 + bx) 
—(a12 + bı2)(azı + b21) = 0 


lI 
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HR EAH ARES. XER an + baa #0, H 


1 [аз thn az 二 ba2 1 
à= = 4+ B| <0. 
an + b22 | aa + bay аза + bz aatal + Pl 
即 定理 2.1 的 条 件 (i) 可 化 为 
1 
FE 14+ В| <0. (2.5) 


再 来 考察 定理 2.1 的 条 件 (i) 


h(iy, т) 
( iy-an -a ) _ ( bi bı2 ) 
-an -an bn b22 
х(соз(ут) — їзїп(ут))| 
= [~an = bucos(yr) + (у + busin(y7))] 
x [-a22 — bazcos(y7) + ibzəsin(ur)] 
一 [aia = bıacos(yr) + in2sin(yr)] 
х[-ад — baıcos(yr) + ibzısin(y7)]. 
$ yr = 0 ШЖ 
h(iy, r) 
= [(an + biicos0)(a22 + bəzcos0) 
—(у + busing)(b22sing) 
+i((~an — buicos0)bzəsin0 + (y + bı, sin) 
Xx(~a22 — bzzcosg))] — [(a12 + bı2c0s0)(a2ı + bzlcosg) 
—bi2b2isin20) + i((—ayz — bıac0s0)baı sinê 
十 blasinb( 一 a21 — bxicos0))] 
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= [(а11 + buicos0)(a22 + bzacosg) — (у + b1 sinê )ba2 sinê 
一 (az + bı2c00)(azı + bzicos0) + bı 2b sin26] 
—il(a11 + blcosb)bzzsing + (y + bı1 sin) 
x (a22 + bazcosb) — (a12 + bı2c0s0)bz, sinê 
—bi2sinb(a21 + balcosb)]- 
显然 
Re(h(iy, т)) 
= (ап + bı1c0s0)(a22 + bazcosb) ~ (y + bi sin0)bzəsin0 
—(а1з + bi2cos0)(a21 + Б соз) + bizbzısin?0 
= al1922 — олат + (@11b22 一 al2b21 + bl1a22 
—ambi2)cos0 + (b11b22 — b12b21)cos?0 
—yb22sing 一 (biib22 — biabz1)sin20 


_ | an an 
an an 
bi b 
$ ап al2 11 12 созӣ 
bx Б an an 
bu ba | ол 
bn b22 
bn b 
-yboasing -| U 12 | sin?0, 
bn 
—Im(h(iy, т) 


= (ап + bnacosb)baasing + (у + biisin0)(az2 + bxəcos0) 
— (212 十 bzcosg)balsing — biasing(a2l + созд) 

= (а11022 — a12b21 + Базз — azlbiz)sing 
+(b11b22 — b12b21 + bu1b22 — b12b21 )sin0cos0 
十 ybazcosg + yaz, 
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=, kan в? sinê 
[ы = 


b: b 
М MR | gin20 + yb22c0s0 + yana. 


bu biz 
+ 


an an 


Re(h(iy, 7)) = |А| + 1С|сог0 + |Bleos20 - ybrsinð, 
=Im(h(iy,7)) = |Clsin + |B|sin20 + yb22c0s0 + yan. 


h(iy,7) # 0, 即 方程 h(iy,7) = 0 无 实 根 y. 而 h(iy,7) = 0 等 
价 于 
IClsin0 + |B|sin20 + ybazcosg + yaaa = 0, (2.6) 
|C |eos0 + |Blcos20 — ybxasin0 + |A] = 0. (2.7) 
由 (2.6) x sing + (2.7) х cosg 得 
[С] + (|4| + |B|)eos0 + yazasing = 0. (2.8) 
由 (2.6) x conê - (2.7) x sinê 得 
|Blsin0 + убу; + yazacos0 — |A|sin0 = 0. (2.9) 
联 立 (2.8) 和 (2.9) 得 


yansinð + (|A| + |B|)cos0 = -|C|, 
(|A| – IB|)sin0 — yaxszcos0 = yb22. 
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yan (l4l + 181) 
(l4l -|B|) -yan 


= (|4 ~ |8|?) - aby, 


w =| 101 41+1 | (anO - 62(141+ 1BD), 
vbn -yan 

=| wa IC КУЛЛИ 
ЛИЛЕ? 


Wsinð = И, Wcosh = Wa, 
故 有 W +W2 = W?, 即 


(az2|C| — (141+ |B|))2y? + (yarab: + ICI(IA| – |В|))? 
= (4° - IBP) + yaa)”, 


整理 之 得 


аф(%» — a32)y + (02216)? + bb>(|A| + [В|)? 
—4a22b2|C||B| — 2а2(А|? – |B) 
+ICI(l4| = 181)? — (141 — IBP)2 = 0. 


a = ab(bb — ab), 
В = 2216 + (]А|+|В|)?# – 422211181 22,0142 —|BP), 
т = ICP(IAI — |B)? – (А? — 1812), 
则 得 方程 

ay + By? +y = 0, (2.10) 
要 使 方程 (2.10) 无 实 根 ， 即 有 
1. ща=08ї, 方程 (2.10) EW 


By? +7=0, 
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要 使 其 无 实 根 ， 只 需 当 86=0 时 7 关 0; BM GB FOF}, 3>0. 

20. щото, 必须 有 

В -4a1 > 0 

B — 4an < 0 8 зыр <o А 

综 上 所 述 ， 我 们 有 

定理 2.2 二 维 退化 时 沾 微 分 系统 (24) 为 全 时 洁 稳 定 的 充 要 
条 件 是 

© =514+В1<0 

(ü) 如 果 a = 0 我 人 有 当 B=0 时 7Y 关 0 当 B 关 0 时 ， 
3>0 

如 果 a 关 0, 我 人 有 62 — 4o < 0 或 


P — toy > 0, 
-8+Vp?-4a7 <0 
-一 


其 中 
a = (6р - ab), 
В = 2521012 +bb(|Al + 18))? — 4а220221С|18| — 2aà;(|AË — |BP), 
+= |С|(А]- 1B)? — (IAP – IBP2, 
=|" * |} bu bı2 | 
bn bn аһ an 
下 面 我 们 举例 说 明定 理 2.2 的 应 用 . 
例 2.1 考虑 二 维 退 化 时 洁 微 分 系统 


[ iÀ) = -zi(t), 


2.11 
zalt) = ja2(t—7), 9 


ен. 
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我 们 将 其 化 为 
Í i(t) = -zi(t， 


0 = z(t) — $72(t— т). 


对 照 系统 (2.2), 有 


(0) С) 3) 


[ 


从 而 我 们 有 
0 ooj 1 
lcl= =s. 
-{ 01| 2 
G) =5514+ В1= -1<0, 
(ü) а=-2,6=- ,т=-{. 
Bê sipê ЕМЕ AY YE со. 


故 由 定理 2.2 得 , С ИО ЖЕ (2.11) 是 全 时 灌 稳 定 的 . 
事实 上 ， 当 7 = 0 时， 系统 (2.11) 的 解 为 


z(t) = е7*21(0) 
z2(t)=0 


当 r 关 0 时 ， (2.11) 的 解 为 


z1(t) =е7*21(0), 
т(Ф#) = (B)*“1zə(t — kr — т), 


其 中 t- kr <o, к> t. 有 当 t 一 co 时 ， 大 一 co, 即 系统 (2.11) 
的 解 为 渐 近 稳定 的 ， 故 系统 (2.11) 为 全 时 灌 稳 定 的 . 
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例 2.2 对 寺 二 维 退 化 时 汪 微 分 系统 


2100) = z(t) +{т(#-т), (212) 
z2(t) = -}zı(t) – }zı(t— т) — $r2(t— r), 


可 将 其 化 为 


4100) = -zi (t) + #22(t— r), 
0= a(t) + z(t) + }zı(t- r) + #72(t— т), 


比较 系统 (2.4) 得 


ehig (i) 


从 而 ， 我 们 有 


© 


IC|= 


G) =51А+ B| = -4 <0, 


(ü) а= -2,8= 08,7 =, 


2 — дау = 0, 
Ataa _ _ вә < 0 
= , 


GED 


故 由 定理 2.28, СИНИ ЖИЕ (2.12) 也 是 全 时 滞 稳 定 的 . 
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мз 三 维 退化 时 滞 微 分 系统 全 时 
滞 稳 定性 的 代数 判 据 


关于 微分 系统 的 全 时 灌 稳 定性 问题 , 文献 [4] 给 出 了 一 些 代数 
HE, 但 是 我 们 注意 到 ,它们 中 大 多 数 都 是 超越 的 ， 不 便 使 用 . 在 
文献 [84] 中 ， 黄 文 璋 教授 讨论 了 n 阶 常 系数 线性 时 灌 微 分 方程 


P+ Узар C (+ Sa C (0-7) =0, 
= ГЕ 
全 时 洁 稳 定 的 代数 判 据 ， 而 在 文献 [85] h, E RUA HT 
超越 函数 
det 


Л, е7") @ реку + bije™™ — бл), 


零点 全 分 布 在 复 平面 左 半 部 的 代数 充分 准则 ， 从 而 讨论 了 n 阶 时 
漠 微 分 系统 
Z(t) = Az(t) + Bz(t — r) 

的 全 时 洁 稳 定 的 代数 判 据 ， 这 两 篇 论文 在 很 大 程度 上 解决 了 时 滞 
微分 系统 全 时 清 移 定 的 代数 判 据 问 是 . 

但 是 , 关于 退化 时 潮 微 分 系统 的 全 时 洁 稳 定 的 判 据 问题, 目前 
成 果 不 多 、 我 们 在 上 一 节 中 已 经 给 出 了 二 维 退 化 时 洁 微 分 系统 的 
全 时 训 移 定 的 代数 判 据 问题 ， 而 关于 三 维 退 化 时 当 激 分 系统 的 全 
时 法 稳定 性 问题 ， 则 要 复杂 的 多 . 

本 节 主 要 讨论 形 如 


Ei(t) = Az(t) + Bz(t т) (3.1) 
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的 三 维 退 化 时 滞 微 分 系统 的 全 时 滞 稳 定 的 代数 判 据 问题 . 这 里 > 
ВЗ, E,A,B € R23,|E| = 0;z € R, 为 参数 ， 当 rank(E) = 1 Bf, 
我 们 给 出 充分 必要 的 代数 判 据 ， 当 rank(E) = 2 时 , 我 们 给 出 充分 
的 代数 判 据 . 最 后 , 我们 给 出 两 个 例题 说 明 本 节 主 要 结果 的 应 用 . 

由 定理 2.1, 我 们 有 

定理 3.1 退化 时 灌 微 分 系统 (3.1) 为 全 时 灌 稳 定 的 充 要 条 件 
是 特征 方程 

МА,т) = [ДЕ — A- Be™ | = 0 (82) 


满足 条 件 
G) R(A,0) = JAE — A — B| = 0 ДЗ, 
(0) 对 任意 的 ye R 和 任意 的 7E R, ШЖ 


h(iy,7) = |iyE ~ A — Be™"| #0. (3.3) 


HTELA ЖЖ (3.1), 我 们 分 两 种 情况 讨论 之 . 
当 rank(E) = 1 时 ， 可 通过 变换 将 系统 化 为 

100 (t) 

ооо 2200) 

оооу \ 2300 


ап at аз z(t) 
= | % an as z(t) 
азу 032 aj z(t) 


(34) 
ы bz ba Û Í alt-7) 


+] bn bx bx z2(t—7) 
bal bs bas za(t—7) 


我 们 不 妨 仍 设 


128 退化 、 叶 滞 微 分 系统 


100 ап а as 
Е=| ооо |, A=] an an аз 
ооо ам аз азу 
bıı bz bs z(t) 
B=| bn bn ba |, z(t)= | zt) |, 
һу bz bas z(t) 
则 (3.4) 仍 可 写作 (3.1). 
当 rank(E) = 2 时 ， 可 通过 变换 将 系统 (3.1) 化 为 
100 (t) ап an аз z(t) 
010 200) | = | an an аз z(t) 
0 0 0 О оз ар as тз(%) 


bu bx bs m(t— r) 
+| bn bn bs zalt—7) 
ba baz bs za(t—7) 


(3.5) 
如 果 我 们 
100 ап az аз 
Е=| ото |, А= | an an аз |, 
0 0 0 Ga a32 a33 
bu b2 bs zi 人) 
B= bn be bs |, 2(= | z(t) 
bs b32 bas zalt) 


则 (3.5) 也 仍 可 写作 (3.1). 
我 们 首先 来 讨论 系统 (3.4) 的 全 时 灌 稳 定性 问题 . 
对 于 三 维 退化 时 洪 微 分 系统 (3.4), 我 们 有 


h(A,r)=|AE- A – Ве" 


А-а вые -aa 一 bae- а = зет" 
| -os = be” —asa— bae") ~ass~ Бет" | 
al bx bs ка) 
bo ba 
bi а оз an bı2 аз 
-|А\- || bx an аз |+| an bn az 
bn as ass аз bs аз | 
an anz bs 
+| an аз ba | |e" 
ом asz bss 
bs ba аз |. | bu ag ha 
т || р ba an |+| bn an bs 
bsi бз as | | бы as bss 
ап biz bs 
+ aa bx bs || е2" 
аз by bas 
-|Be-ar。 
设 
Дуе an а . 
as азз 
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an ba | | bz аз 


вз ba | 
bo ba | 
bs bss | 


42 = 


ba ам | 


A= 


bi an аз ап 
Bi= | bı аю an |+| ад 
bs азу; as аз 
ап an bs 
+|оп an bs]. 
аз as бз 
bn bı2 аз bri 
Ba= | bn bz an |+| bn 
bs буз ass СЯ 


+| а bn bs |: 
азу bs bas 
这 样 ， 我 们 有 


ba 
bx 
b2 


в 
an 


a32 


аз | 
аз 


0зз 


bs 
ъз 
bs 


h(À,r) = Ау + Ase 27 十 4se-2r) 一 14 


Be ~ Be" 
—-IBl >, 


h(à,0) = ХА + A2 + Аз) – |A| — |B| — B, — B2. 
由 (3.7) 得 定理 3.1 的 条 件 (i) 为 
_ АЇ+1В|+ Bı + B2 


A 


A+A + Аз 


<0, 


(8.6) 


(3.7) 
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即 
(141+ |B| + Bı + B:)(Aı + A2 + Аз) < 0, (3.8) 


WA=i, -Ar = -iy = #09, 则 我 们 有 


Міт) = iy(Aı + Ау(созб + ising) + As(cos20 + isin20)) 
-|A| — Bı(cos0 + ising) 
一 Ba(cos28 + isin20) ~ |В|(сов38 + isin30) 
= —yAasin0 ~ yAssin26 — |A] — Boos 
—Bscos20 — |Bleos30 
+i(yA1 十 y42cosb + уАзсоз20 — Bı sinê 
一 Basin26 — |B|sin30). 


چ 
U(y,0) = —у(АззїпӨ + asin29) — |A|‏ 
一 Bicosb — Bacos20 — |B|cos30,‏ 
V(y,0)= w(A, + 4zcosg + Azcos20)‏ 
一 (Bising + Basin20 + |B|sin30),‏ 
则 我 们 有 Афу, т) = U(y,0) + iV(y,0), 这 样 (iy, r) = 0 等 价‏ 
于‏ 


y(Aasin0 + Assin20) = 

—(JA| + Bicos + B>cos20 + |B|cos30), 
y(Aı + hacosb + Ascos20) = 

(Bising + Bzsin20 + |B|sin30). 


(3.9) 


当 Asinê + Agsin20 = sin@( À> + 2Ascos0) Z 0 Bt, IH (3.9) 
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消去 v, 我 们 有 


(A, + Aseos0 + Ascos29)(|A| + Bicosg + Bacos20 
+|B|cos30) + (Asinê + Assin20)(B) sinê 
+B>sin20 + |B|sin30) = 0, 


从 而 有 
АЦА| + A2Bı + AB» + (A1B1 + A2|4| + АВ; 
+AsB, + As|B|) cos 
+0418, + Ау|А| + Аз|В|)соз20 
+А\|В|сов3# = 0, 


由 于 со520 = 2с0520 — 1,cos30 = 4cos30 — 3cosb , 我们 得 
4A1|Blcos30 + 2(A1B, + Аз|А| + A2|B|)cos?0 
+(A1B1 + A2|4| + АВ; + ABı 
十 43|B| – 3A)|B|)cos0 + А,|А| + АВ, 
+АзВ› – A1 Bz — Аз|А| — A2|B| = 0. 


设 
аз =4A:|B], 
az = 2(A1 B2 + Аз|А| + А;|В|), 
а = А,В, + А;|А| + А28, + АВ, + 4s|B|- ЗА,|В|, 
ao = АА] + A2Bı + АзВ) — A,B» — Аз|А| — АВ], 
则 我 们 有 代数 方程 


aacos39 + azcos28 + alcosb + ao = 0. 
设 f(z) = asz? + az? + az + ao, 则 上 式 为 f(cos0) = 0. 
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由 此 我 们 得 出 结论 ， 当 上 且 仅 当 f(cos9) = 0 在 [-1,1] 上 无 根 
时 ， h(iy,7) #0. 

如 果 Asinê + Assin20 = sin0(A2 + 24scosb) = 0, 我 们 有 两 
种 情况 ， sin0 = 0 或 者 Az + 243cosb. 

情况 工 当 sing =O Rf, HO = kr (k=0,+1.+2,..J Bf. 我 
们 有 

U(y,0) = —(lA| + (-1)*B, + В; + (-1)*|B|) 

= -(А| + Bx + (-1)*(Bı + [8])), 

V(y,0) = y(A1 + Аз + (-1) Ao), 

{M k = 0, у= -10 = -Ër = 0,V(y,0) = 0, 当 且 仅 当 
|4| + Bı + В +|B| # 0 Pf, h(iy,7) # 0. 

M k #0, W) y = -10 = -sr Z 0, ЧА |A| + B> + 
(-1*(Bı + |B|) #0 R# А+ As + (-1)КА Z 0 P$, h(iy, r) # 0. 

情况 II: 当 А; + 24acosg = 0 时， 我 人 有 

如 果 As = 0, W Az = 0.h(iy,7) # 0 等 价 于 

—U(u,0) = |A] + Bıcos + Bacos28 + |B|cos30 Z 0 
或 者 V(y,b) = yA, — (Bisinb + Basin28 + |B|sin30) # 0. 

由 (3.8) 得 А, # 0 ,这 样 可 求 得 y, 8848 h(iy, 7) #0, 8& As # 0. 
RITA cos9 = – Ak, Вр | ñz | < 1. 

(i) 28 2A3 = Ari}, 我 人 有 cos9 = –1, ДІ sin0 = 0, 从 而 

—U(v,0) = |A| - B, + В, — |B], 

V(y,0) = y(Aı – A2+ Аз) (yr = 0 #0), 

BD h(iy,7) # 0 $F |A|- В,+В›-|В| # 0 # A1- A+ As # 


(ii) 当 24s = -42 时 ， 我 们 有 cos0 = 1, Й зіп = 0, 从 而 
—U(v,0) = |A| + Bı + B; + |B|, 
V(y.0) = у(А + A2 + Аз) (yr = 0 #0), 
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Вр h(iy,r) © 0 等 价 于 |А|+В,+В›+|В| # 0 А,+А;+ Аз Z 
0. 这 与 (3.8) 一 
(ш) эң Ж > АЗ В, 
0 Кт (k=0,+1,+2,...),sin0 #0 
我 们 有 
-U(y,0) = |A|- Bz + (Ву — 3|B|)cos0 +2Bacos20 
+4|B|cos30 
= |4| - Bz + (Bı — 3|B)(-44) 
+2B:(- f)” + 4\В\(— 44)? 
= zag (2(lA| — В;)А$ — (Bı — 3|B|)43A: 
+B24A3A; — [В|А3), 
V(y,0) = у(А‹ + Ascos@ + 2А3со20 — Аз) 
一 sinb(Bi + 2Bacosg 
—|B|(-4sin20 + 3)) 
= y(Aı + Азсоз + 2А3с0з20 — Аз) 
一 sinb(Bi + 2Bscos0 + 4|B|cos28 — |B|) 
= А: + А) + 24-4)? - an 
—sin8(Bi + 2В(— 8) + 4lB|(- 98)? — |В|) 
=yA1- As) – s ((Bı - |B|) Aš 
-АзАзВ + |В|А?), 
故 h(iy,7) #0 等 价 于 


2(IA| - В») АЗ - (Bı — 3|B|)AS As + BAA; — |B|A3 # 0, 
或 者 41 = A Н 


(Bı - |B|)A3 — 4243B2 + |B|A} # 0. 
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综 上 所 述 ， 我 们 有 

定理 3.2 退化 时 滞 微 分 系统 (3.4) 为 全 时 洁 稳 定 的 充 要 条 件 
是 : 

(ü) (|4| + |B| + Bı + В;)(А, + A2 + As) < 0, 
其 中 


an @2 аз 
А= | an an оз 


azı 032 озу 


bu biz Ыз 
B= | b bn bs |, 
bai baz bss 
bi an аз ап b2 аз 
Bı =| bn an аз |+| an bn аз 
bsi as азу ай bs2 a33 


bi bı2 оз bi оз Ыз 


bi бз ass bn оз bss 


аз bs bs 


4= В 
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A= | “2 bs bn az | 
аза bss b32 ass 
4 =| bx bas | 
bsa bas 


(ii) (a) f(z) = asz? + azz? + az + ao = 0 {Е [-1,1] 中 无 实 
ж. 
其 中 oo = Ai |A| + АВ, + AsB, — А,В; – Аз|А| — А;|В|: 

а = (А,В, + A2|A| + А28 + A3B1 + Аз|В| — 3ABI; 

аз = 2(A)B> + Аз|А| + А›|В|); 

аз = 4А18|. 

(b) Ж0= Ат (к= 0,+1,+2,:.:), Ж 

|A| + Ba + (B) + |B|) #0 Җ А, + Аз £ А; 0; 

(с) 对 -24scosg+ А. = 0, 有 
M 2Аз = Аз B$, |A|- Bı +B- |B| # 0 # A, — Az + А; Z 0; 
14 442 > АЗЕ, 

2(|A| - B2)A3 - (Bı — З|В|)А$А» + ВАЗА; — |В|Аў # 0, 
或 者 

A, = А2 Ë (Bı — |В|)А$ — АзАуВ; + |В|А # 0. 

关于 代数 方程 


f(z) = a32? + a22” + аг + ao (3.10) 


Ж [-1,1] 中 无 实 根 的 代数 判 据 ， 我 们 由 文献 [4] 得 

引 理 31 代数 方程 (3.10) 在 [-1,1] 中 无 实 根 的 充 要 条 件 为 
下 列 条 件 之 一 

(i) H >0,f0)/(-1) > 0; 

Gü) H=0(W-4-4)2>10/02- 82 > 1; 

(iii) H <0,a,f(1) > 0,аз/(—1) >0,(#)2 > 1; 
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(iv) H <0,a3f(1) < O,asf(-1) < D, (31)? > 1. 
这 里 


H = ааў — 4аўаз — 4аа$ + l4aoalazas — 27а8а2, 


— 27504 -9азазоз 2ай 
= Fal а 


„e 


Е Заз 

ТОЭ ЧЕНИН £ St (3.5) оиа 
问题 ， 为 此 ， 我 们 先 给 出 一 个 引 理 ， 

引 理 3.2 对 于 n 次 常 系数 代数 方程 f(z) = 0, MR f(-1) # 
0,f(1) #0 而 且 

(f(-1), f (1)... 7(1} 


AAD f 0). f(D} 
改变 符号 的 次 数 相同 ， 则 代数 方程 f(z) = 0 在 [-1,1] PERR. 
对 于 三 维 退化 时 洁 微 分 系统 (3.5), 我 们 有 
A(Ar) = JAE — A- Вет] 
A-an-bie™ -an= ает" ~ais — bae ra 
=| -oa шет А-аа bne™ -azs be-™ 
аз – bae” —as2 一 baze-7》 —ass 一 base- 人 
入 -al 一 be -ala 一 base 人 
=| 0 А-а - baze -az – Бзет"^ 
0 -asz be”) —ass— ber 
—an bie) ~a2—b2e™ —aj- be 
十 | -an - ريا‎ e^ 人 一 aza — baer —azs — bae "rX 
-aat 一 bate- 人 一 asz 一 baze-r -озу-ф$зуе ^ 
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一 azz — be ^ 
аза — bze ™™™ 
-on — bue "7 
—am — bye -人 
-r 
一 031 — baie 
тап 一 be 人 
-anı – Бле 
аз ~ bae r> 


= —X2(ass + Базе") 


+ 


el 


À -az – bae" 
0 -ass— e^ 


тА 


一 aas 一 base 人 
A 


) 


rÀ 


—a33 — baae™ 


0 аз = be” 
À -an - bae" 


0 -ass - base- 作 


-a12— Бет" аз 一 base 
-an —bne™"ò 一 023 一 base- 人 


-asz 一 baae-r —ass 一 base- 人 


an a3 
азу азу 
ап аз an ӧз 
+ 
as ass asz bas 
bx аз „| bs ba аз | | p-ar 
bs2 азз azı bas bsi азз 
bo bas | | bu bis |) ш 
bs bas bi bas 
bi az аз ап b2 as 
Al- || bz an an |+ | ах b2 as 
ba as ass ası bs ass 


А, 


В, 
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an 


bs 


b2 аз 
ba2 az 


b32 ass 


bs 
bs 


bs 


bn 


а 


+ | azn 


a31 


e 
bu аз 
十 | ba an 
бз as 


emr -|Ble-shr， 


023 + Gn 
азз аз 
7 ы bn 
зз baz 
bs 

bs 

“| bn 
bss ba 
вз аз 
an аз | 十 
دوه‎ as 
аг bs 
an в |, 
аз bs 


bis 


аз 
аз 


азз 
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即 


bi biz аз bi аг bs 
B= | bı ba an |+| ba an bs 
bsi b32 ass bsi asz bss 

an bı2 bs 

十 | aa bx bs 

ası ba bss 


这 样 ， 我 们 有 
ҺА, т) = —А?%(азз + base™™*)+ МА, + Ае?” 


+4ae-2r) |А|— Вет" 


Взе" - |Ble-*", 


ҺА,0) = —A?(ass + bss) + (А + А; + Аз) 
-|A| - |B| - B, – В. 
定理 3.1 的 条 件 (i) 即 为 


(а) 24 a33 + bs =0 Ff, 


141+ |B| + Bı + В. چ‎ 


AERA, Cl 


(141+ |B| + Bı + Ba)(4 + A2 + Аз) < 0, 


(b) 当 ass + bas #0 时 ， 我 们 有 


33 十 833 


AL+1B1+ Bi +в, > 0. 


Í азл > 0, 
دوه‎ +з 


W A = iy, -Ar = -iyr = 10, 则 我 们 有 


(3.11) 


(3.12) 
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h(iy,7) = 32(aas + bascosb + ibsssin0) 
+iy(Aı + Аз(соз# + isin) + As(cos20 + isin20)) 
—]A| — B, (cos0 + isin0) — Ba(cos20 + isin20) 
-|B|(cos30 + isin30) 
= y aas + bsscos0) — yA2sing — yAssin20 
—|А| – Вусоз0 — Bacos20 — |В|соз30 
+i(y?bsasin0 + y A) + уА2с050 + yAscos20 
—Bisin0 — Вэзіп20 — |B|sin30), 
* 
U(y,0) = y? (ass + bsseos0) — y(Azsinð + Agsin20) 
—JA| — Bycos0 — Bacos20 — |B|cos30, 
У(у,8) = y?bsasin0 + у(Ау + A2c0s0 + Ascos20) 
—(Bisin0 + Взвіп20 + |B|sin30), 
则 我 们 有 h(iy,7) = U(v,0) + iV(y,0), 这 样 h(iy,r) # 0 等 价 于 
U(y,0) # 0 RE V(y,0) # 0. 
(i) У sinê = 0 8}, 6 = kr(k = 0,£1,+2,--.) 时 ， 我 们 有 
U(y,0) = у(азз + (-1)*bs3) 
(141+ (-1)*Bı + Ba + (-1)*|B|), 
У(у,8) = VA1 + Аз + (-1)*A2), 
ШК = O, JlJ y = -18 = -tr = 0,У(у,8) = 0, 当 且 仅 当 
ТА|+ Bı + Ba +|B| # 0 BF, Һу, r) #0. 
ШЖ k = 2m(m = +1, +2,...), 则 我 们 有 y #0, R 
U(y,0) = (ass + зз) — (|4| + Bı + Bz + |В|), 
V(v.0) = y(Ai + А; + Аз). 
由 (3.11)(3.12), 我 们 有 Ү(у,8) #0, ЯД АА, т) # 0. 
ШЖ К=2т+1 (m= +1,+2,...), URNE y #0, H 
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U(y, 0) = y? (ass — bsa) – (|A| — Bı + B> – |В|), 
V(y,0) = y( A1 - A2 + Аз). 
则 Ат) # 0 等 价 于 A - А2 + Аз # 0 或 者 当 ass = bas B$, 
|A|- Bı + B> – |B| #0; 8 ass # baa B$, 
141 Bl - в. В <0; 
(ii) 24 sinê # 0 时 ， 如 果 
—U (y, 0)Ьзззіпӣ + V(y,0)(ass + bsscos0) # 0, 
MAH А(А,т) #0. 设 
—U(u, 0)bsssin0 + V(y, 0)(ass + bascos0) = 0, 
则 
у(Аз5зз + ass A) + (Азбзз + a3342 + bssA1)cos0 
十 aa Aacos20) 
= (аззВ + 63382 — bss|Al)sing 
+(ass B> + bsə | B|)sin28 + ass|B|sin36. 
从 而 有 
У(АзЬзз + a3341 — аззАз + (Abas 
+ass Ao + bay A) )cos0 + 2а33Азсог20) 
= sinb(a33B1 + b33B2 — bas|A| — азу|В| 
+2(aaə B> + bas|B|)cos0 + 4азз|В|сов20). 
设 
al = Азьзз + a33A1 — ass As, 
аз = Asbss + аззАз + 63341, 
аз = 2ass As, 
«4 = аззВ + b33B2 – bas|A| — ass|B|, 
as = 2(033В + зз|В|), as = 4ass|B]. 
则 我 们 有 


yla + aazcosg + азсоз?0) = (a4 + ascosbg + oscos20)sin0 
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将 其 代入 
V(y,0)(aı + азсоз + азсоз?®)? = 0, 


我 们 有 
(a4 + ascos + escos20)2sin30 
+(as + ascosg + ascos2b)sinb(an + arcos + ascos20) 
x (A, + Азсозӣ + Азсоз2@) — (al + azcosð 
+oscos20)2(B, 十 2Bacosb + |B|(4cos20 — 1))sing = 0 
(as + ascosbg + aecos28)2(1 — cos20) 
+(04 + ascosg + agcos?0)(a + azcosbg + aacos?0) 
x(A,) — Аз + Aacos0 + 2A3cos20) 


— (ej +aocos9+oscos20)2( В, — |B| +2B>cos0 +4|B|cos20) = 0, 


整理 之 得 

aî + aso (А — Аз) – а{(В‹ - |В|) 

+[2a4as + оцат Аз + (asan + asa) 

x(A, — Аз) – 2af B — 2ааз(Ву — |В|)]созӨ 
+[2a4a6 + a} — a? + 2aqa Аз 

+(04аз + asa1)A2 + (asas + оза; 
+asai)(41 — Аз) — 4ei|B| — 4010282 
(2aaas + а3)(В, — [В|)]соз?0 

2as(as — a4) + 2(040 + asa )As 

(asas + asaz + aeal)42 + (asas 

asa2)(4ı — Аз) — 8aaaz|B|-- 220103 
o3)B? ~ 2азоз(В; ~ |В|)]соз?0 

оф — 2оов — af + (asas + asan 
+ова)Аз + (asas + aga2)A2 

+аваз(Аз – Аз) — 4(2aaas + 02)1В| ~ 40зазВь 
=-a3(Bi ~ |В|)]соз*9 + [-2asas + 2(asas 
+a6a2)43 + аваз Аз — 8aza3|B| 


+ + + + + 
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一 2o3Bajcos5g + |-аў 
+20344 — 4a38lBllcossg = 0 , 
我 们 令 
по = aĝ + ason {Ai — 42) 一 at(B — |В|), 
ву = 2а4а5 + адо Аз + (asaz + ason)(A; — Аз) 
—2a1B, — 2аоз(Ву — |B), 
аз = 20406 + af — af + 20401Аз 
+(Gsa2 + asa, )A2 
+(as0s + asaz + aga1)(Aı - Аз) – 4e)|B| 
-4«ıa2B2 - (2ауез + a3)(Bı – |B|), 


ау = 2aslas — a) +2(аҗаз + asa1)4s 

+(a4a3 + asaz + ова) Аз 

+(азоз + asaz)(Aı — Аз) – 8aıa2|B| 
-2(2aas + a3)B> – 2азаз(В, - |B|), 

а= a- 20406 — а} + 2(оаз + asaz + ова, )Ау 

+(asas + aga2)A2 + аваз(Аз — Аз) 

-4(2atos + a )|B| - 4азаз02 – о3(В) – |В|), 
—2asas +2(a5a3 +авоз) Аз +оѕазАз -8азаз|В|–202 В, 
в = -a$ + 20заз4з – 402|В|. 

这 样 我 们 有 


a6cos50 + aseos50 + а4соѕ®9 + ascos20 + azcos20 + acos + ag = 0. 


综 上 所 述 ， 显 然 有 


定理 33 退化 时 灌 微 分 系统 (3.5) 为 全 时 洁 稳 定 的 充分 条 件 
是 : 
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G) Маза+Ьзз = OFF, (|A|+Bi+By+|B|)(Ai +Aə+ Аз) < 0; 
(ii) (a) f(z) = авг®+а$:%+а{:%+а3:2%+а›2?2+а12+ау = 0 
在 [-1,1] PEFR. 
(b) 如 果 0= kr (k=0,+1,+2,...), 我 们 有 A,- A2+ As # 
0 或 者 当 ass = bss FÎ, |A|- Bı + B> — |B| # 0 ; ass Z bss 时 ， 
1А|- Bı + Ba - |B| 
аты ©%® 
下 面 我 们 给 出 两 个 例子 来 说 明定 理 3.2 和 定理 3.3 的 应 用 . 
例 3.1 讨论 三 维 退化 时 灌 微 分 系统 
410) = -т1(# — za(t — т), 
0= z(t) - 72(t—7), (3.13) 


o= zalt) — 3250-7), 


Фитан. 
对 照 系统 (3.1), 我 们 有 
100 -100 
E=|ooo|, 4=| o 10}, 
000 0 o01 
0 0 -1 
B=| 0 -} 0 
0 0 -1 
于 是 我 们 有 
ü) Ml= -1 |B|=o, 
-1 0 0 -1 0 -1 
Bi=0+| 0 0|+|0 1 o j=1 
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-1 0 -1 
Bı=0+0+| 0 -} 0 =-1, 
оо -! 
1 0 
A= =1, 
01 
1 0 -4 0 
A= а: ? =-1, 
0 -‡ py 
= ü 
A=| “ =} 
° -} 
这 样 我 人 有 


1 
(141+ Bı + Ba + |BI)(A1 + Аз + Аз) = -75 < 0. 


(ii) (a) аз = 4А1В| =0, a= -1, a =2, a= -#, 
从 而 有 m 
2 ا‎ 
-2 +22- с =0. 


显然 该 方程 在 [-1,1] AER. 

(b) 141+ В2 + (Bı +|B|) =(-1+1)- 1 #0, 

(c) 443 = 1,42 = 1,443 < A}. HH cos20 + &- 
由 定理 3.2 得 ， 系 统 (3.13) 为 全 时 兆 稳 定 的 . 
例 3.2 对 于 三 维 退 化 时 洁 币 分 系统 


410) = —m(t) za(t— 7), 
2100) = —z(t) — zə(t — r), (3.14) 


0= za 的 一 js 人 tt 一 站)， 


我 们 有 
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100 -1 0 0 
E=| 0 1 , 4=| o - o |, 
0 0 0 0 0 1 
0 -1 0 
B=|0 0 -1 
оо 一 
从 而 可 得 
-1 0 -1 0 
A= = -2， 
0 1 0 1 
-1 -1 0 0 -1 0 
A= 
о -1 0 1 0 -4 
0 -1 0 0 
43 = + =0, 
o -4| |o -4 
-1 -10| |a o о | 
B=0+|0 0 0|+|o -1 -1|=-#, B= 
# 1073 0 0 -1 
0, |А|=0, |В\=0. 
所 以 我 们 有 
m=-$ az=2，os=a=as=ae=0. 
从 而 有 


=a5=04=03=0,，a2=2，al= -5, a=}.‏ م 
这 样 ， 我 们 可 得‏ 
(i) азз+5з=1+(-{)=1#0, tata = -2 < 0，‏ 
A =1>0 * ki sakaki‏ 


азу Fas 


Gi) (а) f(z) = 22 - 52+ ¥ = 00: 52, f(z) = 0 在 


148 退化 、 时 洁 微 分 系统 


[-1,1; 上 无 实 根 . 
(b) A1—As+A3=-2—1+0=-3#0. 
由 定理 3.3 得 ， 系 统 (3.14) денел. 


ма ”退化 时 滞 微 分 系统 的 周期 解 问题 


本 节 我 们 来 讨论 退化 时 洁 微 分 系统 的 周期 解 问题 ， 对 于 二 维 
退化 洁 后 微分 系统 ， 我 们 特别 地 给 出 其 周期 解 的 存在 性 的 判定 定 
理 . 并 在 最 后 举例 说 明 其 应 用 . 由 于 讨论 方法 与 前 几 节 相 仿 , 因而 
与 其 并 在 同一 章 内 讨论 . 


考虑 退化 滞后 微分 系统 
| Eż(t) = Az(t) + Bz(t-1)), t> 0, ùi 
z(t) = olt), -15t <0, 


其 中 z(t) € R" RSE, E, A, Be R"*" 均 为 常量 矩阵 , 而 且 
det(E) = 0. p(t) 为 可 容 的 初始 函数 . 

定理 4.1 退化 时 滞 微 分 系统 (41) 存在 非常 数 周期 解 的 充分 
必要 条 件 是 特征 方程 


JE-4-Be |=0 (4.2) 


有 纯 虚 根 . 

证 明 : 定理 4.1 的 充分 性 显然 成 立 ， 因 而 我 们 下 面 只 需要 证 明 
该 定理 的 必要 性 . 

H a(t) € R" 为 系统 (4.1) 的 非常 数 周期 解 ， 且 不 妨 假设 r(t) 
的 周期 为 24. 则 我 们 有 ，z(t) 在 [一 L co) 上 连续 , IM. 因此 , 我 
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们 可 以 将 其 展开 成 传 里 埃 级 数 
10) = s Crett, (4.3) 
б 
其 中 š 
ğa Јен. 


由 z(t) 的 可 微 性 ， 我 们 有 


+0) = > oet, (4.4) 
ko 
将 (4.3),(4.4) 代入 (4.2), 我 们 有 
> zn — A- Be )С,е = о. 
ka-co 
所 以 
pte- A- Ве-Ё]С, =0, (Е=0,+1,+2,......). 

如 果 (4.2) 无 纯 虚 根 ,， 则 对 所 有 的 上 关 0 都 有 C, = 0. 故 z(t) = Co, 
矛盾 .定理 4.1 证 毕 . 

下 面 我 们 来 讨论 二 维 退 化 灌 后 微分 系统 的 周期 解 的 存在 性 的 


代数 判 据 问题 . 
HM n = 2 时 ， 我 们 可 以 通过 代 换 将 系统 (4.1) 化 为 


Eš(t) = Az(t) + Bz(t— 1), (4.5) 


= (10|, E | e Я 
0 0 an an 
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bu ba z(t) 
з= р =). (2 
m) (t), zo(t) 均 为 纯 量 函数 . 
这 样 我 们 有 
h(iy) = Е — А – Be-%| 
wo) fan Б, 
ПНВ ке 
bir biz 
bn bn 
= [an ~ bucos(y) + (у + bı sin(y))][-a2: 
一 bazcos(y) + ibxxsin(y)] — [一 al2 — bi2cos(y) 
+ibnsin(y)]|-azı — bzıcos(y) 


—(соз(у) — isin(y)) 


+ sin(y)] 
显然 
Re(h(iy)) = (an + buicos(y))(a22 + b22cos(y)) 
—(y + bisin(y))b22sin(y) 
—(a12 + biacos(y))(a21 + baicos(y)) 
+b12ba sin?(y) 


= anan — азат + (a11b22 — a12ba1 
十 bla2z — a2bi2)eos(y) 
+(b11b22 — b12b21)cos?(y) — yb2zsin(y) 
—(b11b22 — b12b21 )sin?0 
| an | ( an an 
аз а: 


bx бш 
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bu ba 


)-。 


2 |cos?(y) — vbnsin(y) 


an an 


bi br 


sin?(y) 


—Im(h(iy)) = (аи + bucos(y))b22sin(y) 
+(y + balsin(y))(aza + bazcos(y)) 
(912 + bizcos(y))baisin(y) 
—bi2sin(y)(a21 + Бол соз(у)) 
= (arib — a12b21 + blaz2 一 az1b12)sin(y) 
+(bu1b22 = bi2b21 + b11b22 — b12b21) 
sin(y)cos(y) + yb22cos(y) + ya22 


s | | bi bı2 ali) 
bn bz an an 
bn ba | ， 
¥ | sin(2y) + у®эзсоз(у) + yan2. 
bn bz | 
* 
| | |: h 
ba ba | |an az | 
则 我 们 有 
Re(h(iy) = |A| + |C]cos{y) + |В|соз(2у) – yb22sin(y) 
—Im(h(iy)) = |С|зїп(у) + |В|зїп(2у) + ybzzcos(y) + yaz2. 
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h(iy) = 0 等 价 于 
IClsin(y) + |Blsin(2y) + убо2соз(у) + yanı = 0, 
ICleos(y) + |В|соз(2у) — yb22sin(y) + |A| = 0. 
于 是 ， 我 们 有 
定理 42 退化 时 洁 微 分 系统 (4.5) 存在 非常 数 周期 解 的 充分 
必要 条 件 是 方程 组 
IClsin(y) + |Blsin(2y) + ybazcos(y) + ya22 = 0, 
ICleos(y) + IBleos(2y) – ybasin(y) + |A] = 0 
有 非 零 实 根 . 
最 后 我 们 举例 说 明定 理 4.2 的 应 用 
例 4.1 考虑 二 维 退 化 时 洁 微 分 系统 
2100) = z) (t) ~ zə(t) + zə(t — 1)), 
0= z(t) + z(t- 1), 


(4.6) 


(4.7) 


的 周期 解 的 存在 性 . 
对 照 系统 (4.5), 我 们 有 


1 0 1 -1 
E= , A= > 
0 


1 0 
与 (4.6) 对 应 的 方程 组 为 


—sin(2y) = 0, 
—соз(2у) +1 = 0, 
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ЖАР у = kr, (k= 土 1, 士 2,……). 故 由 定理 42 得 ， 系 统 
(4.7) 存在 非 零 的 周期 解 . 

Ж 关于 退化 时 灌 微 分 系统 的 周期 解 的 问题 , 我 们 这 里 只 是 给 
出 一 些 初步 结果 , 需要 进一步 研究 的 东西 很 多 ,有 兴趣 的 读者 可 以 
在 这 方面 做 大 量 的 工作 . 


第 五 章 时 滞 系 统 的 能 控 性 


系统 能 控 性 是 系统 的 一 个 非常 重要 的 概念 ， 我 们 将 在 本 章 里 
讨论 时 小 控制 系统 的 能 控 性 问题 . 在 第 一 节 , 我 们 着 重 讨论 退化 时 
洲 控 制 系统 的 能 控 性 . 随后 , 我 们 给 出 时 洁 控 制 系统 的 能 控 性 问题 
的 最 新 成 果 . 
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考虑 系统 
Eš(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + Cu(t), t> to, пл) 
z(t) = p(t), t€ [to — 1,to], Ë 


其 中 E,A,B € Ах", 均 为 常数 矩阵 ， 而 且 det(E) # 0;C € Rnxm; 
z(t) € R" 为 状态 变量 ， u(t) € Rm HEMER, MR ult) 为 充 
分 可 微 的 ， 我 们 称 其 为 可 容 控制 。 р) є R" 为 定义 在 [to - 1,to] 
上 的 初始 函数 ， 如果 olt) 充分 可 微 ， 而 且 属于 集合 (¿|Eo(t) = 
Av(ot) + Bolto — 1) + Cu(to), u(t) TE), 则 称 其 为 可 容 的 初始 函 
к. 

本 节 主要 讨论 退化 时 灌 微 分 控制 系统 (1.1) 的 能 控 性 ,给 出 其 
能 控 的 充分 必要 条 件 ， 特 别 是 对 完全 退化 (文献 [7] 中 称 为 完全 广 
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X (Totally singular)) 时 滞 控 制 系统 和 一 类 具 独 立 子 系统 的 退化 时 
沸 控 制 系统 的 能 控 性 ， 给 出 一 些 代数 判 据 . 

定义 L1 对 于 时 刻 ty > to, 如 果 对 任何 可 容 初始 函数 o 和 任 
fl zl € R", 都 存在 一 个 可 容 控制 u(t),t € [0,1] 使 得 系统 (1.1) 的 
H zlto) = z, 则 称 系统 (1.1) 在 时 刻 完全 欧 几 里 得 空间 能 控 
的 ， 简 称 为 C- 能 控 的 

定义 1.2 对 于 退化 时 灌 控 制 系统 (1.1), 我 们 称 集合 


®(һ) = (z € R"/z = z(t1,0),u(t) 可 容 } 


为 其 在 时 刻 t 的 可 达 集 . 

定理 1.1 退化 时 省 控制 系统 (1.1) 为 在 时 刻 t >t C- 能 控 
的 充 要 条 件 是 可 达 集 R(t) = А". 

证 明 ， 设 系统 (1.1) 在 时 刻 t 点 C. REE. 显然 R(t1) c R". 
对 于 任何 z1 € R", 由 定义 1.1, 存在 可 容 控制 u(t) 使 得 z(t) = z). 
Ë zı € R(t), 从 而 R(t1) = А". 

BÈ, ME R(t) = R", 则 对 于 任何 z € А" 和 可 容 初始 函数 
p 设 alty) 为 系统 


Eš(t) = Az(t) + Bz(t— 1), t> to, 
3(t) = p(t), te [to — 1,to], 


的 解 . 则 z1 - lto) € R", 从 而 存在 可 容 控制 u(t) 使 得 
z1 ~ 2(t1, p) = z(t1,0), 
即 
т = F(t, p) + z(t1,0). 
由 于 
E(t1, 9) + z(t,0) 
也 为 系统 (11) 的 以 o 为 初始 函数 的 解 ， 故 系统 (1.1) 为 在 时 刻 ti 
点 C- 能 控 的 .定理 1.1 证 毕 . 
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现在 我 们 再 来 讨论 完全 退化 时 滞 系 统 的 能 控 性 . 
类 似 于 文献 [30] 的 方法 可 得 ， 如 果 (E,A) 为 正则 的 ， 我 们 可 
以 通过 变换 ， 将 退化 时 灌 微 分 系统 (1.1) 化 为 与 其 等 价 的 标准 形式 


(t) = Aızı() + Buzi(t— 1) 
+Bıaz2(t — 1) + Ciu(t), 
t> 0, 
N:o(t) = z2(t) + Bxz) (t = 1) 
+Bunz2(t — 1) + C2ult), 
t20, 
z(t) = w (t), -1<t<0, 
zo (t) = p(t), -1<t<0, 


(12) 


其 中 z(t), pı € R™; zat), p2 € R"; n +m = п; А.В € 
кч; N Baa € Rx"; Вуз € Еч, Bn € Rmx; N REE 
E, 设 1= ind(N) = ind(E); C, € R™*™, C, € Rnaxm. 

如 果 系 统 (1.2) 中 ma = 0, 则 na = n, 这 时 系统 即 为 完全 退化 
С 


| Ni(t) = z(t) + Bz(t— 1) + Cult), t> to, 


(1.3) 
z(t) = p(t), to—l<t<t, 


其 中 N e Rnxr 为 筹 零 ， 设 in(N) =1. 
由 (1.3) 可 得 


z(t)= 一 5 NiBz®(t- 1) 
= 


-E мси. 
Р 
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Ë Ñ= CN N=), 


D= (If, IY 


=(1,р,0%,...,р-1)7. 
这 里 Te R"*" 为 单位 矩阵 ， 工 表示 转 置 ，D =I£,WJ 
z(t) = - ND Br(t— 1)- ND Cult). 
如 果 存在 正 整 数 大 使 得 te [o + k, to + k + 1), WJ 


z(t)= - ÑD Cult) 
+(- ND B)(- ND C)u(t — 1) 
+(- ND BP(- ND С)щ-2) 
ey 

+(- ÑD B}:(- ND O)u(t — k) 

+(- ND B} +a(t k - 1). 


EY z(t- k - 1) = p(t- k -1) =0, 所 以 有 


alt) = È(- ND BYU- ÑD cut j) 
5 


= S ÑD BH(ND C)(-1}+'u(t — j). 
а 


NDC= (TN, Nm!) 
x(I, D, D?,---,D'-1)TC. 
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取 j=1 时 
(ND BXND С) 

= (B + NBD + N?BD? +--. + N'-1BD'-') 

x(1 + ND +... + Nt-1p!-1)C 

= [B+ (NB + BN)D + (BN? + NBN + N?B)D? 
+(BN + NBN? + NBN 
+N3B)D3 +. + 
+(BN!-1 + NBN" 
+(NBN!-1+ N?BN'-? 
十 … 十 NI-IBN)DL 


+ N'-1B)D'¬! 


+NCIBNCID20-D]C 

= [B,(NB + BN),(BN? + NBN + N?B), 
(BN? + NBN? + NBN + N3B),...... ç 
(BN'-1 + NBN'-? +... + N'-1B), 
(NBN'-! + NBN? +... + NBN), 
......,NIBN'“1}{I, р, D2,..., D2u-D]T C. 


Bin = BN + ВМ) +---+ N*B, (h=1,2,...) 
显然 当 h > 201-1), B. = 0. 
这 样 我 们 有 : 


{ND BND С) = (Bio, Bii,- ++, Bi 20-1) 
x(I,D,D2,..., DX-0)T C. 
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R j = 2 pf 
(ÑD Вур С) 

= (В + Увр + NBD? +... 
+N'-1BD'-?)(Bı o + B D 
+++ Biag- 020-0) 

= [ВВоо + (УВВ, + ВВ, 1)р 
+(BBı,2 + МВВ + № ВВ, о)р? 
+(BBis + NBB12 + № ВВ + N?BB; о)р? 
+(BBı,4 + NBB; з + МВВ; 2 
+N3BB, + МВВ; о)р* 
же 
+(ВВ\ + NBB; А-1 + МВВ) һ-2 
++ NBBı,0)D* 
++ (NT BB 2)) DD). 


3 Ban = ВВ + NBBya-1 + + МАВ о, (= 0,1,2,--.). 
BER, 4 h > 3(!- 1) 时 ， Baa =0. 这 时 我 们 有 

(ND B)(ND С) = (Bao, Bai, +, Baa) 
(1,р,р?,...,рэ-0утс. 

一 般 地 ， 我 们 设 


В, = BBj-in + МВВ, ул 


14 
十 … 十 NABi-10. ta 


显然 Bin 为 Cip 项 矩阵 的 和 ， 而 这 些 项 均 为 含 ; 个 B 个 
N 的 所 有 可 能 的 乘积 ， 当 然 凡是 含有 N 的 大 于 1-1 次 方 项 均 为 0. 
BIM, В. = ВВ+ МВВ) + МВВ, о = B(BN? + NBN 
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+ N?B) + NB(BN + NB) + N?B? = BN? + BNBN + BN2 B 
+ МВ?М + NBNB + N2B2. 

这 样 我 们 有 

(ND By(ÑD С) = (Вуо,Вул,---,Выу+луп-а)) 
(1,р,р?,...,ра+уи-)уго, 

设 Im € Rnxm 为 单位 矩阵 ， Dm = In, W 


(I, D, D?,---, DO+W-0)TC = (CT, DCT, р?ст,..., 
DO+rD(-DCT)T 
= (CT, OT Da, OTD}, CTDEHIM-D)7。 


这 时 ， 
(ND BYD с) 
= (В,оС,В,1С,-:-, В, залу) 
(Im, Da, D3, --., D{ ND), 
设 
А; = (BioC, Bj1C,:…, Вьу+луп-:)уС), (15) 
Dj= (Im, Dm, DL... ружу, (15) 
则 有 
a(t) = © А, D; (нце — j) 
高 
于 是 我 们 有 


定理 12 完全 退化 时 滞 控 制 系统 (1.3) HHE t € [to 十 to 十 
k+1) C- 能 控 的 充 要 条 件 为 矩阵 


J« = (Ао, Ал, +, Ak) 
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证 明 ， 由 定理 1.1, 系统 (13) 为 С. 能 控 的 充分 必要 条 件 为 
Rijs. 

首先 我 们 来 证 明 充分 性 ， 设 

u» = (-(Do)Tu(),(DiYTu(t = 1),---,(—1)*(Б)Тщ#— k), 


则 z(t) = Ли. 如 果 系 统 (1.3) 非 C- 能 控 ， 则 R(t) # R", DFE 
在 非 零 的 9 € А", 使 得 对 所 有 的 z(t) € R(t), 有 nz(t) = 0. BD 
пц, = 0, 取 u(t) 满足 wx = JFT, BJ |.|? = 0, BP nJ, = 0, X: 
与 rank(J«) = n FR. 

再 来 证 明 必 要 性 ， 如 果 rank(Jk) # n, 则 存在 非 零 的 n € R", 
使 得 mJ = 0. 

对 于 任何 z(t) € R(t), 有 z(t) = Jus, W лї(Һ) = тш = 
Our = 0, 故 rank(Jk) # п, FE. EFE 1.2 证 毕 . 

例 1.1 考虑 退化 时 洁 微 分 控制 系统 


210) =zi(t) + zı(t- 1) + u(t), t >0, 


0 = z2(t) + u(t), t20, ал) 
z(t) = w(t), -1<t<0, 
zo(t) = p2(t), -1<t<0. 


对 照 系 统 (1.3) 得 
А: 
0 0 0 0 1 


当 0<t<1 时 ，jo=(BooC)=C= 


Ж (Jo) = 1 # 2, 故 这 时 系统 (1.7) 是 不 能 控 的 
M1St< 2F, Jı = (Ао, Аз), й 
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1 
Ао = Booc = C = [ i )* = (BioC, B11C, Bi,2C), 


10 0 1 
Bios B= „В = BN + NB = s 
0 0 0 0 


0 0 
mmr van + 2 ( 让 
0 


«4= "мяа 
ооо 


( rigi ) 
J= 
1000 
Ж (Л) = 2, 故 由 定理 1.2 得 ， 这 时 系统 (1.7) 是 C- 能 控 的 . 
Ж 由 例 1.1 可 见 , 退化 时 灌 控 制 系统 的 能 控 性 不 仅 与 系统 自 
身 的 结构 有 关 ， 而 且 与 终点 的 时 刻 t 有 关 . 
下 面 我 们 再 考虑 一 类 具 独 立 子 系统 的 退化 时 滞 控 制 系统 


| 40) = Am(t) + Bizi(t — 1) + Baralt- 1) + Grult), 


(1.8) 
Nz2(t) = zə(t) + Bazalt — 1) + Czu(t), А 


其 中 z(t) є Ач; z2(t) є R™; n; +m = п; А,В, є Еч х"; 
NB, є Rmxm; В, € Еч ЭЖЕНЕ, 设 1 = ind(N) = 
ind(E); Су € Ех" C, € Rna xm, 

对 于 系统 (1.8), 我 们 首先 给 出 

定义 13 对 于 退化 时 洁 控 制 系统 (1.8), 我 们 定义 两 个 可 达 集 


R(t) = (zi € R": /zi = z (ti,0),u(t) TÆ} 


R(t) = (zx € В" /z> = z2(t1,0), u(t) TÆ} 
显然 我 们 有 R(t) = R (n) + Ra(t). 
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定理 1.3 退化 时 滞 控 制 系统 (1.8) 为 在 时 刻 t, > to 能 控 的 充 

分 必要 条 件 为 : 
Ri(ti)=R™, R(n)= В". 

该 定理 的 证 明 类 似 于 文献 [95] 中 定理 2 的 证 明 ， 需 特别 注意 
的 是 将 u 分 成 ur + uo, 其 中 ч, 对 го 不 起 作用 ， 从 而 确定 шо. 

对 于 具 独 立 子 系统 的 时 洛 控 制 系统 (1.8), 由 其 第 二 个 方程 得 

20) =- вере -1)- Ў Ni Cru (t). 

i i=0 


Ñ= (N,N), 
В=(1,1$,1{,--,1ф=т)7 = (1,D,D?,…, D-1). 
这 里 Te Rm"*x" 为 单位 矩阵 ， T 表示 转 置 ， 忆 = I$,W 
zalt) = - ÑD Виц 1)- ÑD Cou(t). 
如 果 存 在 正 整 数 人 使 得 te [to + kto + k + 1), W 
А ~~ т nn 
z(t) = Lí- ND Ba (- ND Co)u(t — j) 
3 
Ë <“ “< 
= X (ND BY(ND C2)(-1)i* "u(t — j). 
j=0 
我 们 设 
Bj = ВВ + NB B, +۰۰ + МАВ ло. (19) 
显然 Bin 为 Ch; 项 矩阵 的 和 ， 而 这 些 项 均 为 含 ; 个 Boh 个 
N 的 所 有 可 能 的 乘积 ,当然 凡是 含有 N 的 大 于 1 一 1 次 方 项 均 为 0. 
设 Im e PRmxm 为 单位 矩阵 ，Dm = L. £, Wl 
(I, D, D2 ,DG+DU-D)jrC2 
= (CF, DCF, D?CF,..., DIO) 
= (CF, CF Dm, CF Dh, ++, CF DYED), 
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这 时 ， 
(ND Ва) (ÑD Сз) 
= (BioC2, ВС», B, +уп-1)С) ` 
(ar Da, DB... DE уг, 
设 
À, = (BjoCa, B, Cy... „Ву+луп-1)С›), (1.10) 
Db,= (Im, Dm, D2, „Dler, 
则 有 , 
za) = А; б (u(t = j). 
= 
设 
А = (A,A... . A.) (1.11) 
ч = (-(Do)T u(t), (DT ult = 1), +, (1) (Da) ult — ®))Т. 
这 时 ， 我 们 有 
zz(t) = Ли. (1.12) 
将 (1.12) 代入 (1.8) 的 第 一 个 方程 得 
2100) = Aızı(t) + Biz) (t — 1) + B;Jyux (t — 1) + C;u(t). 
设 
A 0 0... 0 0 
B А 0... о O 
a 0 В А; ... 
А = 1 1 0 0 (113) 
0 0 А, 0 
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Е, = [0,0,---,0,1Һ,], (1.14) 
2.00) = à п Zo(0) = Inm- (1.15) 
eñt- Zk- (0) 
由 文献 |95] 可 得 


Я 0-1 
== | Е.е%\®-® 2, (0)(Ba Jn, C1) ( pa ) )* 


设 


Či = 2:(0)(Bali, Cı), (1.16) 
Q(t) = [BoCo,, Eo(Âo)™-! Co, ++, BÛ, 
`, B (Àu +O]. 


定理 14 MENERA (1.3) HERA tı € [to + k,to + 
k + 1) 能 控 的 充 要 条 件 为 秩 (Q(ti)) = ni, Ë (Л) = na. 

证 明 ， 我 们 首先 来 证 明 必 要 性 ， 假设 ， 秩 (0061) # n, 或 者 
É (Jx) # na 

当 秩 (Je) # na 时 ， 存 在 非 零 的 Г € КЭ 使 得 n£ J, = 0. 对 
任何 zaltı) € Ra(t), 有 za(h) = Jer, 则 nf z(t) = nF Лак = 
Our = 0, Ж Ra 人 ti) # R™ ,这 与 定理 1.1 矛盾 . 

当 秩 (Q(t1)) # m 时 ， 则 存在 非 零 的 т E 17006) = 0. 由 
Cayley-Hamilton 定理 可 得 


п[Ее5%@-*-9б, = 0, 


(117) 


Fh s € (ti =i— Lt =i], i =0, 1, ,k. 则 对 任何 zi(bh)e Rialti), 
有 


z(= [`ве5®%-®лоувьл, 0) 0-10 qg 
° ө) 
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则 
"гй = f Ereño, ( we =) ) в 


=( ا = 
)0( 


故 Ra(t) # RW ,这 与 定理 1.3 矛盾 . 

充分 性 ， 如 果 系 统 (1.8) 为 非 能 控 的 ， 则 由 定理 1.3, VA: 或 
者 R (n) # R™, ЖЖ R(t) # R™ . 

MR R(t) # Rm， 则 存在 非 零 的 m € R, 使 对 所 有 的 
zatı) € Ra(tı) Ж nf za(ti) = 0. BP nF Jeur = 0. 

取 u(t) 满足 w= Jn, 则 有 


lin" Jll =0, n" =0, 


这 与 秩 (Je) = na FR. 
如 果 
R(t) # К“, 

则 存在 非 零 的 m € R": 使 得 对 任何 
zl(t) € ®(ї) 

有 zi(t)=0 

即 


172100 = f: M ExeÀ(0-0)Ó, ( 0-2) ) а =0 
* u(0) 


Bu 满足 


(9 一 1 i 
( i | ) Ела 
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则 有 "PAN 
[нелее нои = o, 


则 几乎 处 处 有 
î Byes, =0, 


逐次 微分 并 令 9 = 得 nT Alt) = 0. 这 与 秩 (004) = n FE. 
定理 1.4 证 毕 . 
例 1.2 考虑 退化 时 洁 微 分 控制 系统 


2100) =zi(t) +z1(t—1)+ra(t—1)+ut), t > 0, 


23(0) = zalt) + z(t — 1) + u(t), t20, 
0 = z(t) + u(t), t> 0， 
z(t) = y(t), -1<t<0, 


(1.18) 
其 中 i(t), zalt) zalt) 均 为 纯 量 函 数 . 我们 可 将 其 写成 (1.8) 的 形 
式 


i(t) = a(t) + z(t- 1) + (0,1) [ 2 一) ) + u(t), > 0, 
zs(t — 1) 


o 11/50) | [20 
0 0 z3(t) za(t) ps0; 
10 2200-1) 1 

+ + 


0 0 za(t — 1) 
z) (t) = 2) (t), -1<t<0, 


z2(t) = [ 9 et 
0) (0 


对 照 系统 (1.8) 我 们 有 


ult), 
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4=(0， B=), -B=01)) C=), 


0) <l 


340 <t <1BF, HB (1.10)(1.11) 得 
1 
Jo = (Ао) = (ВооСа) = С = ( ў ) 


秩 (Jo) = 1< 2, 由 定理 1.4 得 ， 这 时 系统 (1.18) 在 PEE. 
341 <t <2B, f (110.1) 得 
1 0 


Bio = B. = ， 
0 0 


0 0 
ma-nas nanara n (© G 


0 0 
Вз = B4N2+NB4N + N?B, = Ë °). 


所 以 我 们 有 
Е 110 
А = (B1 C2, Bı,ıC2, B1 202) = ( J: 
000 
1110 
| ). 
1000 


Ж (Л) = 2= п. 
又 由 (1.13)(1.14), 我 们 有 


A 0 10 
=| = ， B=[0,7N=(0,1), 
Bı A 9 * 
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由 (1.15) 得 


h (1.16) 得 


ë -so (1) (a o001) 


_[10001 
7{еооо єў” 
由 (LI7) 得 


Q(t) = (EoČo, E1Č1, Eı(Â1)Č1) 
= (1,e,0,0,0,e, 1 + e,0,0,0,1 + e), 


Ж (004) =1= m. 
由 定理 1.4 得 ， 这 时 系统 (1.18) 在 t 为 能 控 的 . 


852 滞后 控制 系统 的 能 控 性 与 
终点 时 刻 间 的 相关 性 


在 现代 控制 理论 及 其 应 用 中 , 我 们 发 现 系统 的 能 控 性 , 特别 是 
由 常 微分 方程 确定 的 线性 自治 控制 系统 的 能 控 性 ， 往 往 只 由 其 系 
统 自身 的 结构 所 决定 , 而 与 终点 时 刻 无 关 . 但 是 对 于 滞后 控制 系统 
来 说 , 其 能 控 性 除 与 系统 的 结构 有 关外 , 还 与 终点 时 刻 有 着 密切 的 
关系 101]. 因此 我 们 需要 对 此 作 深入 讨论 . 
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考虑 系统 
z(t) = /[@ш(@,д@-1),щф), t2 to ёл 
z(t) = y(t), ю-1<#<ю, 


FP z(t) € R", f(a) € Rel) 为 可 容 的 初始 函数 ，w(t) Н" 
为 可 容 的 控制 变量 (在 任何 有 限 区 间 内 有 界 可 测 ) 

定义 21 对 于 时 刻 了 > 0, 如 果 对 任何 可 容 初始 函数 v ME 
fl z € R", 都 存在 一 个 可 容 控 制 ult), t E lto, T] 使 得 系统 (2.1) 的 
解 z(T,p) = z1, 则 称 系统 (2.1) 为 在 时 刻 T 点 能 控 的 . 

定义 2.2 如 果 滞后 控制 系统 (21) 对 于 任何 时 刻 T, 都 在 了 是 
能 控 的 ， 则 称 该 系统 为 完全 能 控 的 . 

一 般 说 来 ， 并 不 是 所 有 的 能 控 的 滞后 控制 系统 都 是 完全 能 控 
в. 

例 2.1 由 文献 [101] 可 证 系统 


aw) _ (1 0) (ао 
20) Aoa) ha 
.[: °) ER 
00 z2(t—1) u(t) 
MT SIR, ET ARE, MMT > 1 时 ， 系 统 在 T 点 却 是 能 
控 的 . 


对 于 自治 线性 滞后 控制 系统 
z(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + Cu(t), t> to, (22) 
z(t) = v(t), tefto-bto 
我 们 有 


定理 2.1 系统 (2.2) 在 时 刻 
T€ [k,k +1), (k=0,1,2,---) 
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能 控 的 充 要 条 件 为 矩阵 
Q«(T) = [Eco 


HERA п. 


,EoA"-!Co,..., ErCk, 
СА! 
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FP Ci = Z,(0C,(i = 0,1,2,…)，E: = [0,0,---,0,]] € 


ңе), Zo(0) =1, 


І 
2,00) = 


e^t- Zk- (0) 


> 


0 
A 
B 


о ш 


A= 
0 
0 0 


° 


0 
0 


0 
0 


). 


0 
0 
0 


A 
B 


оо о 


0 
A 


该 定理 的 证 明 参见 文献 [62], XEME. 
由 此 我 们 不 难 证 明 : 
定理 2.2 灌 后 控制 系统 (22) 完全 能 控 的 充 要 条 件 为 其 对 应 

的 常 微分 方程 确定 的 控制 系统 (B=0) 为 能 控 的 . 
定义 23 在 系统 (2.1) 中 ， 如 果 对 任何 可 容 初始 函数 p НИЕ 

何 z: € R", 都 存 在 一 个 可 容 控制 u(t) 和 时 刻 & 使 得 系统 (2.1) 的 


# x(t) = т, 则 称 系统 (2.1) 为 毕竟 能 控 的 . 


є В+ Опа) 


定理 2.3 系统 (22) 为 毕竟 能 控 的 充 要 条 件 为 存在 正 整 数 人 


使 得 矩阵 


Qx(T) = [E0Co, +, EA" Со... EC, ЕА 
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定义 24 对 于 滞后 控制 系统 (21), 如 果 对 任意 z € R", 都 在 
在 控制 u(t) 使 得 
‚Жа a(t pult) = т, 


则 称 该 系统 为 最 终 能 控 的 . 
定义 25 HFRERBRK (21), 如 果 对 任意 = > 0 和 rı € 
R", 存在 可 容 控制 u(t) 和 时 刻 使 得 


lz(tı) - zı] < €, 


ИЖЕ RE (2.1) 为 拟 能 控 的 
由 上 述 定 义 和 定 理 ， 我 们 容易 证 明 ， 
定理 2.4 滞后 控制 系统 (2.1) 的 各 种 控制 有 如 下 包含 关系 
1， 全 能 控 必 毕竟 能 控 ， 但 反之 不 然 . 
2. ЙЕ, H limo Qk 存在 ， 必 最 终 能 控 . 
3 最 终 能 控 ， 必 拟 能 控 . 
定义 2.6 对 于 滞后 控制 系统 (2.1), 如 果 对 任意 < > 0, 存在 可 
容 控制 u(t) 和 时 刻 t, 使 得 


l(t, 9, ulti))| < e, 


则 称 洁 后 控制 系统 (2.1) 为 拟 零 能 控 的 

这 样 ， 我 们 可 以 证 明 (参见 [62]): 

定理 25 对 于 滞后 控制 系统 (2.1), MR f 为 有 界 的 ， 且 存在 
一 个 实 值 连续 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 V(t,z), 和 一 个 可 容 控制 u(t), 使 
得 

G) V(bz)>0,t>to—l; 

G) f + E f(t, a(t), z(t — 1), u(t)) < -A(lz(0)]), 
则 灌 后 控制 系统 (2.1) 为 拟 零 能 控 的 . 这 里 6(s) 为 > 0 的 连续 正 
定 的 实 函数 
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853 ”线性 滞后 系统 的 输出 能 控 性 


关于 滞后 控制 系统 的 能 控 性 的 研究 , 目前 已 有 许多 成 果 . 但 是 
这 些 成 果 均 是 关于 系统 的 状态 能 控 性 的 . 而 在 控制 系统 的 实际 设 
计 中 ,需要 控制 的 是 系统 的 输出 ,并 非 系 统 的 状态 .而 系统 的 输出 
能 控 性 与 系统 的 状态 能 控 性 之 间 却 没有 必然 联系 [12]. ЖЛЕ ЖА 
潍 后 线性 控制 系统 , 给 出 输出 能 控 性 的 概念 和 一 些 重要 结论 . 符 别 
是 对 自治 的 滞后 线性 控制 系统 ， 给 出 令 人 满意 的 结果 . 

考虑 系统 


100) = A(t)z(t) + B(t)z(t — 1) + C(t)u(t), t € (0, T|, 
z(t) = g(t), te [-1,0), (3.1) 
y(t) = D(t)z(t) + E(t)u(t), t€ [-1,7), 


RE r(t) € R" 为 状态 变量 ，v(t) e А" 为 可 容 的 (在 每 个 有 限 区 间 
内 平方 可 积 ) 控制 向 量 ，y(t) e R 为 输出 向 量 函 数 . Al), B(t) € 
R"*", C(t) € R"*", D(t) € Вих", E(t) є RX" 均 为 矩阵 函数 .假设 
A(t), B(t) 满足 114(b < т(0), 120011 < m(t), m(t) є L2(0,T). 

定义 3.1 HFA T > 0, 如 果 对 任何 可 容 初始 函数 ”和 任 
f yı € R', 都 存在 一 个 可 容 控制 u(t),t€ (to, T] 使 得 Y(T) = vı, 则 
称 系统 (3.1) ENAT 点 欧 氏 空间 完全 输出 能 控 的 . 

定义 3.2 对 于 时 洁 控 制 系统 (3.1), 我 们 称 集合 

G(T) = {y € R'/y = v(T),u(t)BJ#, р = 0) 

为 其 在 时 刻 T 的 输出 可 达 集 . 

由 文献 [99] 我 们 可 得 


定理 3.1 系统 (3.1) 为 在 T 为 完全 输出 能 控 的 充 要 条 件 是 其 
输出 可 达 集 G(T) = R'. 


174 Ж. ШИЛ ЕЕ 


定理 3.2 系统 (3.1) 为 在 T 为 完全 输出 能 控 的 充 要 条 件 是 
( J š D(T')X(T,s)C(s)u(s)ds + Eu(T)) = 0 
o 


意味 着 7 = 0, KE n € 已 ,X(T,s) 为 基础 解 ( 见 [99)). 
对 系统 
z(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + Cu(), t€ (0,7), 
z(t) = v(t), t€ [-1,0), (32) 
y(t) = Dz(t) + Eu(t), te [-1,T), 


我 人 有 


定理 3.3 系统 (3.2) 为 在 T 为 完全 输出 能 控 的 充 要 条 件 是 矩 
阵 


W(T) = [DEoCo,DEo4oCo…,DEo43-1Co…， 
DE,C»,---, DEA **""Cy, E] 
HRA 1. XE Ci = 2400), = 1,2,--;T € (k — 1,k),Z,(0) = 
,20(0) = I. 
є^*-\2,_\(0) ) м) 


证 明 : 先 证 明 必要 性 . 假定 秩 (W(T))< 1, 则 存在 非 零 的 7 e R', 
使 得 


n DE;C; = --- = nT DE; A*-C; =0 (=01 有 


(3.3) 
B TTE = 0. 
由 Carley-Hamilton 定理 和 (3.3) 式 ， 对 
m=0,1,2,-.-; ,上 有 
n" DE; =0. 
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由 指数 矩阵 的 等 级 数 展 开 ， 有 
n" DEoe^(T-0Co =0, se (T- L|, 
TDEes(T- YO =0, s€ (T-2,T -1], 


(3.4) 
n" DE,e“s(T--%C, =0, se (0,T k), 
由 [99] 知 
X(t) = Ere“ Z, (0). (3.5) 
从 而 可 得 
n" DX(T - s)C = 0, s € (0,Т). (3.6) 


由 (3.4),(3.6) 得 


"(J DX(T — s)Cu(s)ds + Eu(T)) 
= fo n"? DX(T,s)Cu(s)ds + n" Eu(T) = 0, 


这 与 定理 3.2 矛盾 ， 故 秩 (W(T))= 1. 
再 证 充分 性 : 已 知 秩 (W(T))= l, 如 果 系 统 (3.2) 不 是 在 时 刻 
了 T 欧 氏 空间 完全 输出 能 控 的 ， 则 由 定理 3.2 可 得 ,存在 非 零 的 使 
得 
mT j т хт s)Cu(s)ds + Eu(T)) = 0 (8.7) 
ü 


对 所 有 的 u(t) є L 成 立 . 取 


Í (ТЕТ s= T 
us) = 
0 s zT, 


Mj n" ElI E)" =0, Ж 
TE=0 (3.8) 
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于 是 对 所 有 的 ueL? 有 
J T трх(т- s)Cu[s)ds = 0, 
Ж uis; = m! DX(T - з)С]Г, W! 
f MDX(T -CWT DX (T — s)CJTds = 0. 


h X(t 的 绝对 连续 得 
n" DX(T -з)С =0 


再 由 (3.5) 得 (3.4) 成 立 . 
分 别 对 (3.4) 的 每 个 方程 逐次 微分 并 令 s = T, 得 


n” DE,AiC: = 0, 


(3.9) 
(2=0,1,2,--:,п(#+1) – = 0,1,2,--,К) 


由 (3.8), (2.9) 得 07W(T) = 0, 这 与 秩 (W(T))= ! 矛盾 . 定理 3.3 证 
毕 . 

由 定理 3.3 不 难 证 明 

定理 3.4 对 于 任何 T > 0 系统 (3.2) ET 完全 输出 能 控 的 
充 要 条 件 为 由 常 微分 方程 确定 的 动力 系统 


Z(t) = Az(t) + Cu(t), t€ (0,7], 
z(t) = y(t), te [-1,0], (3.10) 
y(t) = Dz(t) + Eu(t), t€ [-1,T] 


为 完全 输出 能 控 的 . 
对 于 系统 (3.2), 我 们 还 有 
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定理 3.5 i2T,> T, > 0, 如果 系统 (3.2) 为 在 T; 为 完全 输出 
能 控 ， 则 必 在 五 为 完全 输出 能 控 . 
证 明 ， 设 有 一 个 各 # T; € [ko, ko +1). ШЖ Tı € [ko, ko + 1) 


lij 
я W(T.) =[DEoCo,DEoAoCo,..., РЕА "Co, 
DEWCh,, 
DEn AR" +- Cr, E] 
= (Т). 
定理 的 结论 显然 成 立 . 


如 果 五 员 [ko,ko+1l), 则 必然 存在 整数 忆 > {# Ту € [kiki + 
1), 则 


W(T) = [DECo,DPEo4oCo……，,DEo43-1Co…， 
"РЕ, Chos- , DEn Ap Cu, 
+++, DEn, Cr+, DEn, A +O- Ch, E], 
由 于 
W(T,) = [DEoCo, DEo hoCo,…., DE A?-!C,, 
«++, DE Ck, DE AR t- Cho, E) 


的 秩 为 ,而 WT) Ж 1 FERE, W) 为 WIT) 的 子 阵 ， 故 
WT) 的 秩 也 为 1. 由 定理 3.3 得 本 定理 的 结论 成 立 . 
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sa ”中 立 型 线性 控制 
系统 的 能 控 性 


我 们 注意 到 , 在 许多 实际 控制 系统 中 , 往往 会 遇 到 含有 滞后 的 
状态 变量 的 导数 的 现象 . 例如 , 在 某 企 业 的 生产 过 程 中 , 产品 的 产 
量 z(t) 的 变化 率 z(t) 不 仅 与 时 刻 t 的 产量 z(t) 和 控制 变量 u(t)( 政 
ЖЕШ) 有 关 ， 而 且 还 应 该 与 前 一 时 期 的 产量 z(t - 1) 及 其 变化 率 
z(t 一 1) 有 很 大 关系 . 

TR, 系统 中 含有 前 一 时 期 的 状态 变量 的 导数 这 一 项 , 对 系统 
来 说 至 关 重 要 . 因而 , 很 有 必要 对 含有 这 一 项 的 控制 系统 ， 即 中 立 
型 控制 系统 作 大 量 的 讨论 . 

本 节 通 过 对 中 立 型 线性 控制 系统 的 深入 研究 ， 给 出 了 这 类 系 
统 的 能 控 的 充分 必要 条 件 ; 特别 地 又 给 出 了 若干 有 效 、 实 用 的 代数 
判 据 . 


本 节 主 要 考虑 的 系统 是 
z(t) + Di(t — 1) = Az(t) + Bz(t — 1) + Cu(t), 
t> 0, (4.1) 
z(t) = w(t), -1<t<0, 


这 里 z(t) € R" 为 状态 变量 ， ult) e RF 为 可 容 的 (在 每 个 有 限 区 
间 内 平方 可 积 ) 控制 向 量 ， 4, B,D € R"x",C e Rnxr 均 为 常数 矩 
É. 
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定义 4.1 如 果 存在 矩阵 函 歼 X (£) 满足 


X(t) + DX(t —1) = AX(t) + BX(t — 1), t> 0, 
X(t) = f pao (4.2) 
0, t<0, 


这 里 TE R"x" 为 单位 矩阵 ， 则 称 X(t) 为 系统 (4.1) 的 基础 解 . 
定义 4.2 对 于 中 立 型 控制 系统 (41) 我 们 称 集 合 


R(T) = (z € R"/z = z(T),u(t)BJ #, р = 0) 


为 其 在 时 刻 T 的 可 达 集 . 
定理 4.1 系统 (41) HE T > 0 能 控 的 充 要 条 件 是 由 
TX(T-s)C = 0,(s € [0,Т]) 
可 推出 n= 0, 这 里 X(T, з) 为 基础 解 . 
定理 4.2 中 立 型 线性 控制 系统 (4.1) 为 在 T 能 控 的 充 要 条 件 
是 矩阵 


H(T)= [EoDo,EoCoDo…,EoC3-1Do， 
Ek Dr, -+ +, EC; ҮТ! р) 


的 秩 为 n. 这 里 
Di = Z,(0)C,i =1,2,---;T € [k,k +1), 


240) = ы 
(ea J: 


200) =I, Ck = BE Ar, 
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1 0 0 0 0 
I 0 о о 
gyal 0 DI ооу 
0 0 0 I 0 
0 0 0 8: К 
4 0 0 0 0 
B А 0 0 0 
КА B A 0 0 
ооо. А 0 
ооо. B А 
定理 4.1 和 定理 4.2 的 证 明 可 参阅 文献 [103], SX Ë Мз}. 
下 面 我 们 举例 说 明定 理 4.2 的 应 用 . 


例 4.1 讨论 二 维 中 立 型 线性 控制 系统 
2100) —11(#-1) = (t) + z(t- 1) + u(t) 
£2(t) — za (t — 1) = z(t) + u(t) 


的 能 控 性 . 
对 照 系统 (4.1) 我 们 有 
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当 了 < 1 时， 我 们 可 求 得 
H(T) = [EoDo, EoCoDo] = ( | | ) 


Ж (H(T))= 1 < 2, 故 由 定理 42 得 , 这 时 系统 在 T 点 是 不 能 控 的 . 
当 了 > 工时， 我 们 可 求 得 


H(T) = EoDo, EoCoDo, E, Dı, E.G, D1, ++) 
_(11 e 2+e --- 
CVE I A pika as 
Ek (H(T))= 2, 故 由 定理 4.2 得 ， 这 时 系统 为 在 T 点 能 控 的 . 
由 定理 4.2, 我 们 还 可 以 得 到 如 下 定理 : 
定理 43 如 果 中 立 型 线性 控制 系统 (4.1) 为 在 Т, > 0 能 控 
的 ， 则 对 T T, 该 系统 在 T 处 也 为 能 控 的 . 
定理 4.4 如 果 滞后 线性 控制 系统 
ż(t) = Az(t) + Bz(t — 1) + Cu(t), t > 0, 
z(t) = Ф(0), -1<t<0 


在 任何 了 > 0 点 上 都 能 控 ， 则 对 应 的 中 立 型 线性 系统 (4.1) 也 在 任 
何 T>0 点 上 都 能 控 . 

定理 44 如 果 中 立 型 控制 系统 (4.1) 对 应 的 由 常 微分 方程 确 
定 的 控制 系统 


i(t) = Az(t) + Cu(t), t> 0, 
z(t) = p(t), -1<t<0 


在 任何 了 > 0 点 上 都 能 控 , 则 中 立 型 线性 系统 (4.1} 也 在 任何 了 > 0 
点 上 都 能 控 . 
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55.5” 非 线性 中 立 型 控制 系 
统 的 函数 能 控 性 


上 一 节 ， 我 们 讨论 了 中 立 型 线性 控制 系统 的 欧 氏 空间 的 能 控 
性 , 并 给 出 了 一 些 结果 . 本 节 将 就 更 为 复杂 的 非 线性 中 立 型 控制 系 
统 , 给 出 其 函数 能 控 性 和 零 函数 能 控 性 的 有 关 概 念 和 判定 定理 . 这 
将 为 系统 的 设计 、 分 析 提供 更 为 有 效 的 工具 . 

本 节 主要 考虑 非 线性 中 立 型 控制 系统 : 


30200 + D(t)z(t — h)) = f(t, z(t), z(t — h), u(t)), 
t> to, (5.1) 
z(t) = y(t),  to-h<tS to, 


KE z(t) € R" 为 状态 变量 ， ult) e R” 为 可 容 的 (在 每 个 有 限 区 
间 内 为 可 测 有 界 的 ) 控制 向 量 ， h 为 正 的 常数 ， f 关于 其 所 有 的 
变 元 都 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 而 且 f(t,0,0,0) = 0;D(t) 为 nxn ж 
数 矩 阵 ， 其 元 素 均 有 连续 的 一 阶 导数 . 

设 B 为 一 个 定义 在 [to — h,to] 上 的 n 维 连 续 向 量 函数 组 成 的 
Banach 空间 ， 其 模 定义 为 


= max |, peB. 
telto—h,to] 


由 [1J[2] 可 知 ， 对 于 任何 we B, 系统 (5.1) 的 解 存在 且 唯一 . 
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定义 51 设 


AG) = HOSA Š Bi leosan 
В(0) = 50 = удаа 
с@) = موی‎ 2 了 losst-mautoso， 
则 称 线性 中 立 型 控制 系统 
#(z(t) + D(t)z(t — h)) 
= А(0)2(0) + B(t)z(t — h) + C(t)u(t), 
to <t, 
z(t) = y(t), to-h<t<t 


为 非 线性 中 立 型 控制 系统 (5.1) 关于 堆 解 的 一 阶 变 分 系统 . 

Ë K 为 一 个 [to -hh,to] 上 函数 全 体 构成 的 赋 范 线性 空间 ， 则 
我 们 有 

定义 52 Ha CK; (to, a, e), (ра € В) 为 系统 (5.1) 的 
一 个 满足 当 te [t,t + h) Pf 


62) 


z(t, to, Po, ua) = a(t — tı + to — h) 


的 轨迹 ， 如 果 


则 称 线 性 中 立 型 控制 系统 (5.2) 为 系统 (5.1) 关于 轨迹 
z9(-,to, Po, ua) 的 一 阶 变 分 系统 . 

定义 5.3 iyl) € K, 如 果 对 给 定 的 o e В, 存在 一 个 时 刻 
toto < < оо, 和 一 个 可 容 控制 线段 uo,+n, 使 得 系统 (5.1) 的 以 


184 退化 、 时 小 微分 系统 


to 为 初始 时 刻 , 以 o HBR, ueo etn) 为 控制 的 解 z(t,to, р, u) 
在 te [titi +h] EIE z(t, top, u) = Y(t- ti + to- h), 则 称 系统 
(5.1) 关于 初始 函数 空间 B 函数 yl) e K 能 控 的 . E 00) = 0, WJ 
称 系统 (5.1) 为 零 函数 能 控 的 . 

定义 54 如 果 系统 (5.1) 关于 B 的 零 函数 一 个 邻 域 N(03) 为 
零 函 数 能 挖 的 ， 则 称 系统 (51) 为 关于 B 局 部 零 函 数 能 控 的 

定义 55 Ka eK, 如 果 对 给 定 的 如 和 o, € B, uo TË, 及 
(5.1) 的 一 个 轨迹 х(-, to, Pa, ta), ER ti > to, 4 t € [tirti + h] 
Ж z(t, to, Pa, ua) = а(#—% +to— h) WEE pa 的 一 个 邻 域 Na)， 
使 得 对 任何 o € (ра), 存在 一 个 定义 在 fto, + 川上 的 可 容 控 制 
us, 使 在 te [tti +A] ЕЖ z(t,to, 0, u") = a(t - ti + to h), 
系统 (5.1) 关于 初始 函数 空间 B 局 部 函数 a 能 控 的 . 

引 理 5.1 系统 (5.2) IN z(t, to, wa, u) 可 表示 为 


z(t,to, pu) = M(t, to, ç) + 7А Y(s,t)C(s)u(s)ds, (5.3) 
» 


其 中 M(t, top) 为 与 (5.2) 对 应 的 齐 次 方程 
£(z(t) + D(t)z(t — h)) = A(t)z(t) + B(t)z(t — h), 
to <t, 
z(t) = y(t), to-h<t<t 
的 解 ，Y(s, 为 (5.2) 0388838 [1][2]. 
该 引 理 的 证 明 参 见 文献 2]. 
引 理 5.2 对 于 系统 (5.2) 如 果 存 在 b > to, 使 得 


rank f “ Y(a,n)O(s)C(a)Y(s,ti)ds = n, (54) 


则 存在 一 个 可 容 控制 u(t) 使 得 该 系统 的 解 在 有 限时 刻 达 到 零 ， 即 
FE ti kË z(t) = 0. 
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证 明 : 设 Elto,ti) = Ји Y (8, t1)C(8)C'(s)Y'(s, t1 )ds, 在 (5.3) 

中 取 
u(s) = —C'(s)Y'(s,n)E”1 (to, t1)M (tto, #), 

W (6) = 0. 

定理 5.1 在 线性 中 立 型 控制 系统 (5.2) 中 ， 如 果 满足 

(i) 存在 > 如 使 得 (5.4) 成 立 ; 

(ii) WÍ p € B H (i) PEY ti RAE z(t, ще) = 0 FTE 
控制 Uo, PE 


C(t)u(t) = -B(t)z(t — h, top, щщ) 
+(D(t)z(t — h, to, 9, щы „,))) 


在 (п, + h) FETTER о), 则 该 系统 为 关于 B ЕЮ. 
证 明 : 由 引 理 5.2, 对 任意 pe B, 存在 u.) 使 


(5.5) 


Z(t, to, P, щын) = 0. 
如 (5.5) 成 立 ， 则 在 区 间 [t,t + 及 上， 系统 (5.2) 变 成 


z(t) = A(t)z(t), 
z(t) =0, 


由 常 微分 方程 解 的 唯一 性 得 , 对 所 有 te [һ, +h), BA z(t) = 0. 
定理 5.2 在 线性 中 立 型 控制 系统 (5.2) 中 ， 如 果 满足 
(i) FE ti > 如 使 得 (5.4) 成 立 ; 
(ii) 对 (i) 中 的 t, 存在 两 个 n x m ЕРЕ D1(t), Dalt), 使 
得 在 [tuti 十 如上 几乎 处 处 有 


B(t) – 09 = C(t)D,(t), 
D(t) = C(t)D(t), 
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则 该 系统 为 关于 B 零 函数 能 控 的 . 

该 定理 的 证 明 可 由 定理 5.1 直接 得 到 ， 这 里 从 略 . 

关于 线性 中 立 型 系统 的 函数 能 控 性 , 我 们 用 定理 5.1 的 方法 证 
明 : 

定理 5.3 在 线性 中 立 型 控制 系统 (5.2) Ф, 设 Ze(.) = Д()- 
4(t)(Jia € K, АЖЕ 

(i) 存在 > 如 使 得 (5.4) 成 立 ; 

(i) XH p € B жт (i) PH ti KEE z (ti, още) = a(to — h) 
的 可 容 控 制 we ,方程 


Ct)ult) = (Lee)(t = ti + to — h) 
—B(t)z(t — h,to,@, щы) 
+$(D(t)z(t — h, to, P, ue, e,))) 
在 (t,t + h) 存在 可 容 解 u(-), 则 该 系统 (5.2) 为 关于 B Жо 能 
控 . 


对 于 非 线性 中 立 型 控制 系统 ， 我 们 可 以 证 明 [104]: 

定理 5.4 在 非 线性 中 立 型 控制 系统 (5.1) 中 ， 如 果 其 关于 零 
解 的 一 阶 变 分 系统 (5.2) 满足 

(i) 存在 所 > 如 使 得 (5.4) 成 立 ; 

(ii) 对 (i) PH ti 存在 两 个 n x m 和 矩阵 函数 D(t), D2(t), 使 
得 在 [iti + h] 上 几乎 处 处 有 


В@)- 2209 = C()D1(), 
D(t) = C(t)Da(t), 
则 该 系统 为 关于 в 局 部 零 函 数 能 控 的 . 


证 明 ， 设 在 [to, +A) 上 的 控制 为 如 下 形式 
Š to < t < Я 


w(t) = u(t,£) = C”(8)Y'(t,t)€, 
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Mt <t<h FIR, h (i), 方程 
C(t)u(t) = -B(t)z(t — h, to,05, ш ү) 
+#(D(t)z(t— һ,&,08,щ)) 


必 存 在 可 容 解 我们 仍 设 为 s(t) = u(t, 0), 其 中 08 为 空间 B PF 
子 集 . 
显然 当 te [0,4] 8, W(t) = 0). 
WMR o = 0, fE [to — h,ti] 上 z(t,to,03,u?) = 0. 
设 
Or(t, to, 0®, uf 
ور‎ = ш 
E y = 0 RJ (5.1) 的 解 可 写作 
z(t, to,05, uf) + D(t)z(t — h, to,0F, uf) 
= fi f(z,=(r),z=(r — h),u(r))dr, 
to St St +h. 
两 边关 于 《 求 偏 导 可 得 
J(t) + D(t)J(t — h) 
= 0 + D0 
=f (®Щ= од) эн) 
+% ا‎ дє(т-Һ) + [Л о) "Лу тойт 
= Д(А(т).Дт) + B(r)J(r — h) 
+C(7) A (ar, 
两 边关 于 上 + 求 导 可 得 
4000 + D(t)J(t В) 
= A(t)J(t) + B(t)J(t — h) + C(t) 9909 
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= A(t)J(t) + B(t)J(t — h) 
C(t)C”(t)Y”(t,ti), 
to St St, (5.6) 
-BJ(t — h) + ñ (D(t)J(t — h)), 
th <t<ti +h. 


则 在 [to,t1] E, FEE (5.6) 的 解 为 
J(t) = / $ Y(t,s)C(s)C”(s)Y”(s,t)ds 
to 


由 条 件 (ii) 得 Jh) Z 0. 
АНЕ (tti +A) PI, (56) EA 


j= A(t)J(t) 


由 于 J(b) # 0, WE [tisti + h] E J(ti) Z 0. 由 文献 [94] 的 定理 6 
得 《作为 p 的 函数 , 使 得 t St <S tı +h FF z(t:to,0,€) = 0. 定理 
5.4 证 毕 . 
定理 5.5 在 非 线性 中 立 型 控制 系统 (5.1) H, MERATE 
义 5.5 中 的 轨迹 z(t, to, Pa, ue) 的 一 阶 变 分 系统 (5.2) ЖЕ: 
(i) 对 于 定义 5.5 的 ti,(5.4) 成 立 ; 
(ii) 对 于 如 上 的 ti ,(Lea)(t — ti + to — h) fE (t,t +A) 内 几乎 
处 处 属于 C(t) 的 值 域 ; 
(iii) 存在 两 个 mn x m 矩阵 函数 D(t), Dalt), EEE (ti, ti + h] 
上 几乎 处 处 有 
B(t)- #Ш = CD(t), 
D(t) = C(#)D2lt), 


则 该 系统 为 关于 B 局 部 等 函数 能 控 的 . 
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证 明 : 设 za(b = z(t; to, Wa, a). 
在 (5.1) 中 作 变换 z(t) = y(t) + т°(4), 则 (5.1) 可 写作 


(u(t) + D(t)z°(t — h) 
= —#(z5(t) + D(t)z%(t — h)) (57) 
+f(t, z(t), z(t — h), u(t)). 


如 果 z(t) 的 初始 函数 为 po, 则 y(t) 的 初始 函数 为 0 函数 .我 们 有 


y(t)+ DON = h) = —(2°(t) + D(t)z9(t — h)) (58) 
+ f f(r,z(7),z(7 — h),u(r))dr. 
设 , "4 to < t <t BF 
W(t) = u(t, €) = ua + СУТ (6, 6), 
当 <t<ti+1B, h (i), 方程 
W(t) = u(t, €) = ua + u°(t). 
其 中 u(t) 为 方程 
С@щ#ф = -B(t)v(t — h, to, 0®, uf, yJ) 
+#(D(t0)v(t— h,to,05, uf, у) 


的 解 . 
设 相应 于 we(t), 方 程 (5.7) REN v(t, to, €). 
ШИК u (T) = us, E y(t,to,0) = 0. 
定义 


8 uf 
J(t) = — o, 
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由 (5.8) 得 
I + DE A) = f (ATI) 
+B(r)J(r — h) 
+C(7 HP le=o)ar. 
用 证 明定 理 5.4 的 类 似 的 方法 可 证 得 对 所 有 的 te [ti,ti + h] BA 
J(t) #0, B € 作为 9 的 函数 ， 使 得 避 < t< t +h, 
y(t;to, p, £) = 0. (5.9) 
由 定义 ， 当 te (hh +A) W, 
У(6 0,9,6) = z(t;to, y", E) – 2°(t; to, Pa, ua) 
= z(t;to 9°, €) — a(t — tı + to — h). 
这 里 w" = ф- фа. 
由 (5.9) 可 得 ， 对 所 有 pa, 方程 
z(tto,p",€) = a(t- ti + to- Һ), 
te (tuti + h] 
都 有 一 个 解 € = plo"), 故 定理 5.5 成 立 . 


Ж 本 节 仅 讨论 单 时 灌 中 立 型 控制 系统 只 是 为 了 方便 , 对 多 时 
滞 中 立 型 系统 可 类 似 地 讨论 . 
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本 章 , 我 们 分 四 节令 述 , 分 别 简单 介绍 我 们 研究 时 滞 系 统一 般 
化 最 优 控制 , 状态 右 端 受 限 的 滞后 控制 系统 的 最 优 控制 ， 中 立 型 线 
性 控制 系统 的 最 优 控制 和 时 灌 现 金管 理 系统 的 最 优 控制 等 问题 时 
所 得 到 的 主要 结论 . 


$6.1 滞后 非 线性 系统 的 一 般 化 最 优 控制 


本 节 将 就 滞后 非 线性 控制 系统 ， 给 出 一 般 化 的 最 优 控制 问题 
的 最 大 值 原理 及 一 种 新 的 、 简明 的 证 明 . 作为 应 用 给 出 了 一 种 特殊 
形式 的 最 大 值 原理 . 


考虑 系统 
z(t) = f(z(#), z(t ~ 1), u(t),t), to <t<t, aa 
20) = y(t), b-1St<b 


如 无 特别 说 明 ， 我 们 总 假定 ult) 给 定时 ， (1.1) 的 解 存在 且 关 于 
u(t) 具 连 续 依赖 性 . 

所 要 讨论 的 一 般 化 的 最 优 控制 问题 就 是 求 系统 (1.1) 关于 一 般 
化 性 能 指标 


J(t) = Cizi(tı) + C2z2(t1) + --- + Cnzn(t1) = Cz(t) (1.2) 
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的 最 优 控制 问题 .这 里 

C = (61,0, =, Cn), 

z(t) = (zi (t),za(8),- ,Zn(t))7. 

类 似 于 文献 [12] 的 证 明 可 得 ， 最 速 控制 和 积分 型 最 优 控制 等 
许多 最 优 控制 问题 都 可 化 为 一 般 化 的 最 优 控制 问题 ， 这 在 线性 系 
统 中 一 般 是 办 不 到 的 . 

系统 (1.1) 关于 (1.2) 的 伴随 方程 为 


0) = —n(t) EOE utet) 
—n(t + 1) L(t alee, 


t <t<h-1, 


Ж) = п) Leat, 


t-1<t<t, 
n(t) = -C, 
其 中 n(t) = (mE) mle) от) 称 为 共 态 向 量 ， 相 应 的 哈密 顿 
函数 为 
H(z(t), z(t = 1),n(t), ult), 0) = n(t)f(z(t), z(t — 1), u(t),t). (1.4) 


定理 1.1 Hut) 是 一 个 容许 控制 , z(t) 为 相应 的 轨 线 , nlt) 是 
相应 的 共 态 变量 . W ult) 和 z(t) 分 别 为 最 优 控制 u*(t) 和 最 优 轨 线 
r(t) 的 必要 条 件 是 有 H(z(t),z(t -1),n(#), w(t),t) 对 每 个 te (to, til 
fE u = u*(t) 处 达到 最 大 值 ， 即 


H(a(t),z(t = 1),n(t),u"(t),t) = max H(z(), (€ — 1), (4), u(t), t), 


(1.3) 


其 中 Q 为 给 定 的 约束 集 . 
证 明 : 设 u*(t) 为 最 优 控制 ， 给 u(t) 一 个 微小 变 分 5u(tj, 则 
тт) 也 将 有 一 个 相应 的 变化 ， 设 为 6z(t). 由 (1.1) 得 
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2°(t) = f(z°(0),z" (t — 1),u* (0), t), 


a(t) +62°(t) = f(z*(t) + ба), 
z*(t— 1) +éz(t — 1),u*(t) + 6u(t),t), 


两 式 相 减 ， 乘 以 mn(t) 并 求 积分 得 


io п(0)820)4: = [ы п(0)17(2" (0) + óz(t),z"(t— 1) 
+éz (t — 1), u(t) + 6u(t), t) 
-f(z°(0), 2° (t — 1), u° (£), ја, 


而 
| "ба = 0) (0) ~ f " a(t)óz(t)dt, 
由 于 6z(to) = 6p(to) = 0,(y(to) 与 u(t) ЖЖ), 我 人 有 


n(n)óz(n) = fÜ ñ(0)6z(g)de 
+ fi MOISE (E) + 6z(0),z"(t— 1) 
+éz(t — 1), u° (t) + 6u(t), t) 
er 人 bz 人 -Du 全 人 


(1.5) 


由 (1.3) 得 


So Ов (046 = Jt! вва (ае ре i()6z()dt 


= MLE EA (уде 
- Јо О д (e — 1)dt. 
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因为 p(t) 与 w(t) 无关, 所 以 当 t < to+1 时 , 5z(t-1) = 69(t-1) = 0, 
从 而 
a it)6z(t)dt = — fe (A A z(t)de 
= Је п) е Нам, (16) 
éz(t — 1)dt, 


由 于 z(t) 关于 u(t) 可 微 ， 故 


f(z°(t) + 6200), 2°(t— 1) + 6z(t — 1), u" (t) + Sult), t) 
= J(z°(t),z"(t— 1), u” (t) + 6u(t),t) 
+ Cu (e) =" ыл и +óu(t),t] éz (t) (17) 
+ GOR ц (t) +Su(t),t) 
6z(t — 1) + O(6u(#)), 
其 中 O(6u(t)) 为 Sult) 的 无 穷 高 阶 小 量 . 由 (1.5)(1.6)(1.7) 得 


AJ 全 Clz*(t) 
+6z(t1)) – Cz*(b) = Céz(t1) = -n(t)éz(ti) 
= — fe п)" (t), 2 (t — 1), u° (t) + Sult), t) 
-f(z (t), z(t 1), u(t), (Jat +€ 
=- fe H(z*(t),z*(t — 1), 006), u” (t) + Sult), t) 
—H(a*(t),z°(t — 1), n(t),u* (t), t)}dt 
+e, 


其 中 e 为 关于 bult) HENE. 
J 取 极 小 值 的 条 件 是 ， 对 于 微小 的 6u(t) 都 有 


AJ>0. (18) 
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如 果 存 在 区 间 (ta, C [to, ti], 使 得 在 [tast] 上 ,哈密 顿 函数 H Ж 
满足 最 大 值 原理 ， 即 对 u(t) 的 充分 小 的 变化 бил, 有 


H(z*(0),z*(t — 1), n(t),u* (t) + u(t), t) 
—H(z°(t),z"(t — 1), n(t), u” (8), t) > a 
在 [tato] 上 成 立 ， 其 中 a 为 正 的 常数 . 令 
Haos | built), te Bos] 
0, tg [tate], 
这 时 


АЈ =- f H(z*(t),z"(t = 1),n(t) u” (t) + 6u, (t),t) 
-H(z*(t),2* (t = 1), п(0), u° (t), t)|dt + e 
< -a( 如 -ta)+e， 


如 取 бш 充分 小 , 则 Sult) 也 充分 小 , 可 使 。 充分 小 , 使 得 AJ < 0, 
这 与 (18) 矛盾 .定理 1.1 证 毕 . 
对 于 系统 (1.1), 如 果 性 能 指标 为 


Jı = g(z(t1)) +f F(z(t), z(t — 1), u(t), t)dt, (1.9) 


® t 
zn+1 = 9(z(t)) +f F(a(t),z(t — 1),u(t), t)dt, 
to 


则 


+10) = EE feft), a(t- 1), ult), t) 
+F(z(t), z(t — 1), u(t),t), 
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H zn+i(to) = g(z(to)), 如 取 С, = C2 = -++ = Cn = 0,С„ = 

1, 则 

"+! 

J = Уса). 

= 

这 时 问题 化 为 在 系统 
+0) = f(z(t),=(t — 1),u(t),t), 
t <t<h, 


innilt) = FRSE, alt- 1), ult), t) 
+F(z(t), z(t — 1), u(t), 8), 
toSt<t, 
z(t) = y(t), 
ю-1<#<%, 
znti(to) = g(z(to)), 
约束 下 求 Л 的 最 小 值 的 问题 . 
设 Alta) = (mE) m(t), alt), 而 且 т) = 00) 一 EP, 
则 可 得 (1.1) 关于 (1.9) 的 伴随 方程 为 


(0) = п) EO a(t—1),u(t),t) 
ы rg 
Fl t—1),ul 
+ EEDA 
ев) н) менан 
ӘҒ{= a(t) u 
+ нын), 
to <t<t =1, au) 
WO = -ni EDM 
ƏF(z(t).=(e—1).w(0).) 
унай лабы, 


h-1l<t<h, 


па) = EE, 


(1.10) 
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则 相应 的 哈密 顿 函数 为 


H(z(t), z(t — 1),n(t), u(t), t) 
=—F(z(t), z(t— 1),u(t), t) (1.12) 
+n(t) f (z(t), z(t — 1), u(t), t), 


因而 由 定理 11 和 上 面 的 讨论 可 得 

定理 1.2 设 u(t) 是 一 个 容许 控制 ，z(t) 为 相应 的 轨 线 ，n(t) 
是 相应 于 u(t) 和 z(t) 满足 (1.11) 的 共 态 变 量 . BÚ u" (¢) 和 z(t) 分 
别 为 最 优 控制 u(t) 和 最 优 轨 线 z(t) 的 必要 条 件 是 对 每 个 te [юл] 
HEIR RC (1.12) 必 在 u = u(t) 处 达到 最 大 值 . 

作为 一 个 特例 ， 我 们 用 定理 12 推出 文献 [89] 中 所 讨论 的 系 
统 (这 里 只 讨论 单 澡 后 量 的 问题 , 关于 多 沾 后 量 的 问题 可 类 似 讨论 ) 
和 性 能 指标 下 的 主要 结论 . 

考虑 系统 


z(t) = Ao(t)z(t) + Ai(t)z(t — 1) + B(t)u(t), 
to <t<n, (лз) 
z(0)= v(t), to-l<t<i, 


这 里 Ao(t), 41(t) є Ах", B(t) e Ах", Е НЕ. 
所 考虑 的 性 能 指标 为 成 本 函数 


С(и) = (a+ | ЧӨ + (5)! }45, (1.14) 
这 里 


liz(s)ll = z'(s)W(s)z(s)>0 zer", 
lu = w'(s)U(s)u s) > 0 шуо. 
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如 果 令 700) = 3n(t), 则 伴随 方程 (1.11) 可 化 为 


10) = —ñ(t)Ao(t) — Alt + 1D) A(t+ 1) + zT (t)W (t), 
to St<t-1, 

AlE) = —ñ(8) Ao(t) + zT ()W(0), (1.15) 
和 一 1<t<t 

(tı) = —#9rad(g(z(t1))). 


由 (1.12) 可 得 ， 这 时 的 哈密 顿 函数 为 


H(z(t), z(t — 1), (€), u(t), t) 
= —zT()W (t)z (t) + 2ñ(t[Ao(t)=(t) + A (t)z(t — 1)] 
—wT(s)U(s)u(s) + 25B(t)u(t). 


因为 
—llu(s)||Š + 27(9B(bu(b = 一 |lu(b – 0100) 87 (0)97 ONR 
+U OBT OT (ll. 

#& u° (t) = U(t)BT (A (t). 这 样 ， 我 们 就 推出 文献 [89] 中 
的 主要 结果 : 

定理 1.3 ”考虑 线性 滞后 控制 系统 (1.13) 和 性 能 指标 (1.14), 存 
在 方程 组 


2(t) = А0(0)2(0) + A) (t)z(t — 1) + B(s)U1(t) BT (137 (t), 
b <t<u, 

(t) = AE) Ao(t) — ñ(t + АЦЕ 1) + zT (t)W(t), 
b St<hn-1, 

(©) = ACE) Aolt) + z7 (t)W (0), 
h-1<t<h 
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满足 条 件 

z(t)= y(t), 0-1<#<46; 

906) = -#9rad(g(z(t1))) 
HW z" (t) (t) 使 w(t) = U¬(t)BT EATE) 为 在 (to, tı] 上 的 最 
юм. 


2 ”状态 右 端 受 限 的 滞后 控 
制 系统 的 最 优 控制 


通常 ,我 们 在 讨论 滞后 微分 控制 系统 的 最 优 控制 问题 时 ,总 是 
假定 系统 的 终点 的 状态 是 自由 的 ， 而 在 实际 系统 中 , 还 有 大 批 的 滞 
后 控制 系统 往往 要 对 系统 的 终点 的 状态 作 一 些 限制 .本 节 将 就 状 
态 右 映 受 限 的 滞后 控制 系统 给 出 求解 最 优 控制 的 一 般 方 法 ， 作 为 
特例 , 我 们 还 将 就 部 分 状态 变量 右 端 完全 固定 的 情况 下 , 给 出 求解 
最 优 控制 的 方法 最 后 ,我 们 给 出 一 个 例子 , 说 明 本 节 主 要 结果 的 
应 用 .本 节 所 给 的 方法 和 理论 对 线性 滞后 控制 系统 的 状态 右 端 受 
限 的 最 优 控 制 同样 适用 . 

本 节 我 们 要 考虑 的 问题 是 ， 求 可 容 控制 (u 属于 给 定 的 约束 集 
П), 使 得 灌 后 控制 系统 (1.1) 在 状态 右 端 约束 条 件 


фи(д(@)) =0, (k=1,2,...,ll< n) (2.1) 


下 ， 使 得 性 能 指标 (1.2) 达到 极 小 值 . 
对 右 端 受 限 ， 即 满足 条 件 (2.1) 的 最 优 控制 问题 ， 我 们 可 以 将 
性 能 指标 (1.2) 改写 为 


1 
а) = Cz(ti) + У ар (z(n)), (2.2) 


к=1 
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这 里 入 ,和 2,… A 为 待定 常数 . 
显然 , 如 果 约 束 条 件 (21) 得 到 满足 时 , 性 能 指标 (1.2) 与 (2.2) 
是 一 至 的. 
如 果 在 (1.9) 中 令 
900) = сца) + È A(t), 
F(z(t),z(t — 1), u(t),t) = 0, 


则 (1.9) 就 与 (2.2) 一 致 了 . 
这 时 伴随 方程 (1.11) 就 化 为 


Ht) = –п) 20м) 
+ уай “n, 


to <t<t-1, 


Ө = коё elatna, (23) 


h-l<t<t, 


та) = -(C+ Û E, 


这 里 
Ahleh) _ (V(t) Byla), Byll), 
区) @zf(h) BFA) ' ' aala) ° 

则 相应 的 哈密 顿 函数 (1.12) 可 化 为 


H(z(t), z(t — 1), n(t), u(t), t) 
= n(t)f (z(t), z(t — 1), u(t), t). 
因而 由 定理 1.2 可 得 


定理 2.1 Иц) 是 一 个 容许 控制 ，z(1) 为 相应 的 轨 线 ，n(t) 
是 相应 的 共 态 变量 , n(t) 是 满足 (2.3) 的 共 态 变量 . 则 u(t) 和 z(t) 分 


(2.4) 
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别 为 在 状态 变量 满足 右 端 受 限 条 件 (21) 下 的 最 优 控制 u° (t) 和 最 
优 轨 线 z° (t) 的 必要 条 件 是 哈密 顿 函数 (2.4) 对 几乎 每 个 te [to, i] 
ШЛЕ u = ит(0) 处 达到 最 大 值 . 

作为 定理 2.1 的 特例 ， 我 们 来 讨论 滞后 控制 系统 (1.1) 的 某 些 
状态 变量 的 终点 状态 z(t) (k=1,2,…,1) (L< n) 为 完全 固定 
的 情况 下 的 最 优 控制 问题 . 

设 r(t) = zu, (k = 1,2,…,1). 其 中 ты 为 常数 ， 这 时 性 能 
指标 (1.2) 为 


J = Сз) + Caza(t) +° + Сод) 
+... + C,z (t) 
= Citn + Сут + °°° + б + Сааб) 
+. + Cazn(t), 


其 中 前 部 分 
Суту + Caza 十 … 十 Crzn 


是 固定 不 变 的 ， 因 而 只 需 考虑 性 能 指标 
Л = биата+ау(%) + + С„т„(%) 


即 可 ， 而 这 相当 于 在 (12) 中 取 Су = C = … = Ci =0. 前 1 个 状 
态 变革 终点 完全 固定 ， 相 当 于 右 油 受 限 的 条 件 为 


Ve(z(t1)) = z(t) 一 zt =0, (k=1,2,---,1 < n). 


这 样 ， 由 定理 2.1, 我 们 可 得 
定理 2.2 ult) 是 一 个 容许 控制 ，z(t) 是 滞后 控制 系统 (1.1) 
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相应 于 u(t) 的 轨 线 ， mtt) 是 满足 伴随 方程 


ЖӨ = (gp EAA 
(e + Aeaee, 
tb <t<n-1, 
Me) = -p ис аа) 
h-1<t<h, 
n(h)= 一 (AD А, A, С, Cn) 


(2.5) 


的 共 态 变量 (其 中 Nt, Ао, А 为 待定 常数 ), 则 u(t) 和 z(t) 分 别 
为 前 ! 个 状态 变量 完全 固定 的 条 件 下 的 最 优 控制 u*(t) 和 最 优 轨 线 
z" (t) 的 必要 条 件 是 对 几乎 每 个 te (to, ti), 哈密 顿 函数 


H(a(t),z(t — 1), п(0),4(0), 0) = nt)f(z(t), z(t — 1), u(t), t) 


ЖЕ u = u*(t) 处 达到 最 大 值 . 

由 定理 2.2 可 见 ， 若 状态 变量 т, 的 终点 完全 固定 ， 则 相应 的 
HEER nh(t) 的 终 态 自由 ; 若 状态 变量 z, 的 终点 状态 自由 , 则 与 
之 相应 的 共 态 变 基 n (t) 的 终 态 固定 . 

我 们 从 定理 2.2 还 可 以 看 出 ， 定 理 2.1 是 一 个 应 用 范围 十 分 广 
这 的 重要 结论 ， 下 面 我 们 给 出 一 个 例题 ， 进 一 步 说 明 其 应 用 . 

例 2.1 设 滞后 控制 系统 为 


| = at dtu osts2 qy 
250) = 700), 0<t<2， 
满足 初始 条 件 
[ a=,  -1<е<о, 而 
pld)=0,  -1<t<0, 
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求 其 在 右 端 状态 满足 约束 条 件 
21(2) + zz(2) = 1, (2.8) 
时 ， 使 得 性 能 指标 
J==(), (29) 


达到 最 小 的 最 优 控制 和 最 优 轨 线 ， 并 且 求 出 J 的 最 优 值 . 
这 时 ， 由 (2.3) 得 (2.6)(2.7)(2.8) 的 伴随 方程 为 


0) =m(t + 1), 0<1<1, 
(0) =0, 0<1<1, 
h(t) =0, 1<t<2, 
h(t) = 0, 1<t<2, 
т(2) = -А, 
т(2) =-1- А, 
解 之 得 
-Mt, 0<t<1, 
m(t) = | =\, Е 
m(t) = —1 - À, <t<2, 
哈密 顿 函数 为 


H =m(t)[—z((t— 1) + u(t)] + m(t)u2(t) 
= —m(t)zi (t — 1) + m(t)u(t) + m(t)u?(t). 


可 见 ， 使 H 达 最 大 值 的 控制 为 


м 

=. < 

u(t) = -20 * { AQ 052<1 (210) 
> -ty HESA 
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代入 (26), (27) @ 
对 
+100) = —z1(t — 1) + u(t), 
我 们 有 ， 
当 0<t<1 时， 
м 
#0 =-1- тузу 
即 
入 
2(9 =1-t- туу" 
当 1<t<2 时 ， 由 于 zi(1) = -q 而且 


àl) = -I — (— 1) - alt- 12] ду 
= q(t 00000-0) -1 mp 


从 而 可 得 
alt= myt- D)? + lt- 1)? 
900-1) - qê 
对 (t) = u?(t) , RAIH: 
当 0<t<1 时 ， 
20) = qy 
且 z2(0)=0 得 
220) = xy. 
当 1<t<2 时 ， 
220) = айт 
B zz(1) = туу 得 


x № 
z(t) = MESAI -)+ RUFI 
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al) = mis + 1 - A - ay 
s N 
= - R202) = дуут + ty 
б 


ут 
代入 约束 条 件 (2.8) 得 


11۸ + 22) +9=0 


解 之 得 = Gu = J - LOA = = 全- 可 类 似 讨论 ， 这 里 从 
HH), 故 最 优 控制 可 由 (2.10) 得 到 
ЕТЕ zt, 04151, 
| 2 1<t<2 


ы: << 


最 优 轨 线 为 
1-t- а - pe, 
0<+<1, 
200 = 1 VE ° + 6-19 


-43- (e-0 а-у), 


1<t<2, 
4(4 - ve 
0<<1 
n= | 
00 - v22)(t — 1) + (¥ 029), 
1<<2. 
最 小 的 性 能 指标 为 


J = ma) = iC -V+ (9 - /22) 
= (F - 2. 
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з 中立 型 线性 控制 系统 的 最 优 控制 


本 节 通过 对 中 立 型 线性 控制 系统 进行 深入 讨论 ， 给 出 最 大 值 
原理 ， 并 举例 说 明 其 应 用 . 
我 们 考虑 中 立 型 线性 系统 
40+ Ë D(z(t— h) = > A.(t)z(t — h) 
+В@фщ), hStST, (81) 
20) = olt), 加 -him StS, 
这 里 0= ho < hi < ha < - < hm < oo,z(t) € R”, u(t) € 
В", А0000 = 0,1,…,m) W 8 nxn ЗБЕ ВО) є Rnxr 
也 为 实 连续 矩阵 函数 Di(b(i = 1,2,…,m) WH n x n 实 可 微 给 
PERN. 


由 ШО 我 们 可 以 得 到 ， 系 统 (3.1) 有 唯一 的 连续 解 ， 且 其 响 
应 可 表示 为 


a(t) = z(t,p)+ [ Y(s,t)B(s)u(s)ds, (3.2) 
其 中 z(t,y) 为 齐 次 方 各 
ål) + È рае hi) 
= È Ае), 
名 


to < t < T, 
z(t) = y(t), to — hm St < to, 


(3.3) 
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的 解 ， 而 Y(s,t) 为 其 基础 解 (to < s < tto < t< T), ВП Y(s, 4) й 
足 方程 
ÊY, + Û BYC + hd) Ds +h) 
=- Eve +h А+ hi), 
tS agt— hm, 


Ylst) + > BIY (s + h, t)D:(s + h.)] 
k (8.4) 
=- e + hi,t)Ai(s+ hi), 


t- А-0 S8 St — hk , 
(k=0,1,2,...,(m - 1)), 
Үн) = 0, s >t, 
а=. 
由 [шг] 可 知 Y(st) FFE, E, Ek. 
定理 3.1 对 系统 (3.1), 如 果 存在 伴随 方程 
(+ Ë де + кәр +h) 
=- + +), 
to St ST- hm, 
k 
? 4 А Я 
i(t) +5 a (3.5) 
=- 56 + hi)Ai(t + hi), 
T -heyi SEST- hy, 
(k =0,1,2,---,(m — 1)), 
IT) = 0 
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M nlt), 使 得 一 个 控制 u*(t) EGC Lalto,T] 满足 
n(t) B(t)u* (8) = max(n(t) B(t)u(t)) (3.6) 


则 u° (t) 必 使 得 性 能 指标 
ДТ) = Саз (T) + Caza(T) 十 … 十 Cnzn(T) = C'z(T) 
取得 最 大 值 ， 这 里 G 为 控制 变量 的 约 东 集 . 
E: 由 (3.2) 可 得 


rO = s(t) + удвон 


其 中 z(t, p),Y(s,t) 显然 均 与 u"(t) ЖЖ. 
对 任意 的 u(t) 都 有 


alt) =z(t,p) + fe, Y(s,t)B(s)u(s)ds, 
J(T)) = C'z(T) = C'z(T,%) 
+ J C'Y(s,T)B(s)u(s)ds. 


由 于 Y(s,t) 满足 (3.4), ЭРИ n(t) = С'Ү(ї,Т) 应 满足 (3.5), B. 
初 值 为 

n(T) = С'Ү(Т,Т) = C'[ = С'. 

由 此 得 ， nt) 为 (3.5) 的 唯一 解 . 

(Т) = C'z(T) = C'z(T,#) + fa n(s)B(s)u(s)ds, 
又 有 

(Т) = C'š(T) = C'z(T,p) + Ј п(з)В(в)и“(в)аз. 

由 条 件 (3.6) 得 J(z(T)) > J(z(T)). 

下 面 讨论 (3.1) 关于 性 能 指标 泛 函 


т 
J(u) = g(z(T)) + J u'(s)U(s)u(s)ds 
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的 最 大 值 原理 . 
定义 3.1 HFA 
E(t) = w(tDU(tu(o, to < t < T, 
у +Ë Dil- hi) 
а 
= ЎА hi) +8000), to < t < T, 
в 
zo(to) =0, 
z(t) = (b), to- h. St <t. 
(37) 
设 20(0),2.() 为 该 系统 对 应 于 可 容 控制 的 解 ， 则 对 所 有 的 可 容 控 
BJ u(t) € Lalto, 
,所 有 响应 的 端点 2 = (z0(T),=.(T)) є RH 所 构成 的 集合 
K(T) 称 为 可 达 集 . 
定理 3.2 系统 (3.3) 的 可 达 集 K(T) C_R"+! EAR, HEHE 
在 超 平面 z? = 0 的 正 交 射 影 КОТ) 为 一 个 线性 流 形 ， 而 且 ， 如 果 
û = (07,0) € R(T), 则 半 直 线 z0 > у,» = y ВИЕ R(T) 中 
该 定理 的 证 明 与 [89| 相应 的 定理 的 证 明 相仿 ， 同 样 ， 我 们 可 
得 到 ， 
定理 3.3 TAR K(T) 在 R 中 为 闭 集 . 
与 [B9] 中 的 定理 3 的 证 明 方 法 类 似 ， 我 们 还 可 证 明 ， 
定理 3.4 对 系统 (31) 和 性 能 指标 


T 
30 = s(z(0)+ [luo 


Ж (а) glz) 有 下 界 ， 即 9(z) > a, 或 (6) g(z) 是 一 个 西 函 数 ， 
则 (31) 存在 一 个 最 优 控制 . 

定义 3.2 对 于 系统 (3.7), 若 一 个 控制 u(t) € Lalto, T] 能 够 使 
得 响应 5(tb) E t= T B| R(T) 的 边界 ， 则 称 之 为 极 控制 . 
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定理 3.5 对 于 系统 (37), 一 个 控制 u*(t) € Lalto, T) 是 最 优 控 

制 的 充 要 条 件 是 存在 伴随 方程 3.5) 的 一 个 非 零 解 1(), 使 得 
illur (elle + n(t) B(t)u* (t) 
= max {Bll +n(9)B(0u(0) 
或 
ич = UOB (зз) 

HE lto, T] 上 几乎 处 处 成 立 . 

WEA: 由 于 

rO = ste) + Í YAB) 


其 中 z(t, wp)( 齐 次 方程 的 解 )Y(s,t)( 基 础 解 ) 均 与 u*(t) 无 关 ， 也 就 
是 说 ， 对 任意 的 u(t), 其 响应 为 


vlt) = z(t) + J *Y(s,t)Blo)u(s)ds. 


设 
ЖТ) = (-{,(Т)), 
ЖТ) = (29(Т),у(Т)), 
则 
ATIT) =-{:%(Т)+(Т)щТ) 
=-1 J llu(s)llŠds + n(T)z(T, 9) 
+ Туу (s,T)B(s)u(s)ds 
=n(T)z(T,e) + fa l-lel) 
+n(T)Y(s, T)B(e)u(8)|ds. 
# m(t) = n(T)Y (tT), 显然 m(t) X (3.5) 的 解 ， 且 满足 初始 条 件 
m(T) = n(T), 由 (3.5) 解 的 唯一 性 得 m(t) = n(t) Ж 
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HZ) = MTT, o) + falilo 
+n(T)Y (s, T)B(s)u(s)]ds, 


MT)ET)= nT)z(T, 9) + ТЫ] = lu" (8), 
+(T)Y(s, T)B(s)u"(s)]ds, 
因而 有 
MAT)Y(T) < ñ(T)#(T) 

对 КОТ) 中 的 任意 (Т) 成 立 . 

这 表明 ， 在 (Т) 存在 КОТ) 的 一 个 支撑 超 平面 ， 其 法 向 量 为 
(T). 

E n = -š < 0, 而 z° > 0, 该 超 平面 不 与 К(Т) 的 内 点 相交 ， 
故 它 必 与 边界 ORT) 相交 .因而 u*(t) 是 极 控制 . 

KUR, ШЖ u*(t) 是 极 控制 ， 则 其 响应 (t) 可 达 R(T) 的 边 
m, BD (t) € ƏK(T). 

HK û = (-3,0(T)) AET) A, КОТ) 的 外 法 向 量 ,并 设 (t) 
为 伴随 方程 (3.5) 的 ， 以 (Т) 为 边 值 的 解 . 我 们 要 证 u*(t) 满足 最 
大 值 原理 ， 如 若 不 然 ， 设 


=al Ole + ñ(9) B(t)u* (t) +6 < max {llul 
+ñ(t)B(t)u(t)), 
m(t) = VBO, 


则 


lle" (OI + 900) B(t)u* (t) + 6 < -Hla (О 
+ B(t)u (t). 
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W h Ж ш 对 应 的 响应 ， 这 时 有 


MT)E(T) – (Т): (T) 
=(Т)а(Т,е) + fo l- ш" (Il 
+(Т)У (s, T)B(a)u*(s)|ds 
Т) (Т, ) + JI ол (sll 
+ñ(T)Y(s,T)B(s)u) (2143) 
= falile (s)l + ñ(T)Y(s,T)B(s)u" (s) 
(= }llu(s)ll + TY (s, T)B(sbuÚi(8))jds. 


由 于 ñ(T)Y($, T) 仍 为 (3.5) 的 解 ， 故 
T 
ЖТ)4(Т) ~ #(T)êı(T) < / (-6)ds = —é(T - to) < 0. 


BD 9(7)2(Т) < #01), (T). 

这 是 不 可 能 的 , 因为 (Т) 为 在 (Т) A, KT) 的 外 法 向 量 . 
因而 u(t) 满足 最 大 值 原理 .定理 3.5 证 毕 . 

定理 36 对 系统 (3.7), 性 能 指标 


Ё 
30) = s(z(T)) + Í пв. 


ШЖ g(t) 是 C! 凸 函 数 ， 则 在 族 

Sc:9(z)+z° = C 
中 ， 存 在 唯一 的 超 平面 Sm 使 得 Sm 与 КОТ) 相 切 ， 因 而 m 为 最 
小 性 能 ， 而 且 存在 一 个 唯一 的 最 优 控制 w(t) = U(t) BY) ， 


其 响应 以 So 5 (T) 的 唯一 交点 为 端点 .这 里 nlt) 为 (3.5), 并 
WE (Т) = -3gradg(z(T)) 的 解 . 
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该 定理 的 证 明 与 [89| 中 定理 6 KUERZ. BAR. 

定理 3.6 是 中 立 型 线性 控制 系统 的 最 大 值 原理 , 用 它 可 解决 一 
大 类 经 济 管理 、 工 业 工 程 等 领域 中 的 最 优 控制 问题 . 下 面 我 们 举例 
说 明 该 定理 的 应 用 . 

例 3.1 在 国民 经 济 管理 系统 中 , i r(t) 为 国民 经 济 总 收入 ， 
u(t) 为 + 时 期 的 投资 . 

如 果 在 t 时 期 的 总 收入 的 变化 率 与 前 一 时 期 的 收入 、 收 入 的 
变化 率 和 上 + 时 期 的 投资 都 具有 线性 关系 ， 设 


z(t) = aš(t — 1) + bz(t — 1) + cu(t), (3.9) 


这 里 a,b,c 为 常数 . 
为 简单 起 见 ， 设 -1<t<0 时 z(t) =1. 
如 何 投资 才能 使 z(2) = T( 常 数 ) 并 且 使 成 本 泛 函 


2 
с) = y | чөе 


达到 最 小 ? 其 最 小 值 应 为 多 少 ? 
对 于 这 个 问题 ， 设 


а 
Ди) = Си) = / (и), 


只 需求 出 使 得 J(u) 达到 最 小 时 的 控制 即 可 . 
由 (3.5), 该 系统 的 伴随 方程 为 


àlt) = ай#-1)-мң +1),  0<t< 
10) = 0, 1<#<2. 


© n(2) = k, 则 其 解 为 
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由 (3.8), 最 优 控制 为 


u(t) = U(t) 1 B(t)'n(t)' 
E 1<t<2, (3.10) 
aiaa ы, sus 


故 代入 原 方程 (3.9) 可 得 ， 当 0<t<1 时， 


20) = b — kbe?t, 
z(0) =0. 
解 之 得 z(t) = 一 $kbc?t? + bt +1. 

当 1<t<2 时 ， 


z(t) = afb ~ kbe2(t – 1)] + bf- $kbe?(t — 1)? 
+b(t — 1) + 1] + ek, 
z(1) = —#kbc? +b+1. 
解 之 得 


z(t) = — {c(t 1)3 + MB ~ kabe?)(t — 1)? 
+(ab+b+c?k)(t- 1) – kbe? +Ь+1. 
由 z(2)= 了 得 


k= m e a=: 
re 
+Ь-2) 
故 最 优 控制 为 


307 b41: 一 6T -bè 

a= | “ЫНЫ”, 1<t<2， 
зи. 1226—6782 pe 

че ъ—2) u 
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而 这 时 
J(u(2)) = C%(u)= fa (u(t))?dt = fa (-kbe)?t?dt + f? (ck)?dt 
= 1420202 + с2к2 
РЕ цы 十 3)czk2 = کے ا‎ P. 
故 成 本 函数 为 


VIVE + 3|30? + баЬ + 12b — 6 — 6T — bc?| 


= ellah + b 3| 
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FF, 我 们 建立 一 个 时 江 控 制 系统 , 这 与 实际 现金 管理 系统 非 
常 接近 . 通过 运用 时 灌 控 制 系统 的 最 优 控制 的 最 新 结果 , 给 出 其 伴 
随 方程 和 一 般 解 ， 最后, 给 出 其 最 优 控制 和 用 计算 机 求 在 任何 时 刻 
的 最 优 控制 的 步 台 ， 这 对 时 说 控制 系统 的 最 优 控制 在 管理 实践 中 
的 运用 ， 将 是 有 益 的 尝试 . 

жж, 现代 控制 理论 已 经 广泛 地 运用 于 经 济 管理 系统 . 特别 是 
最 优 控制 理论 非常 成 功 地 运用 于 现金 管理 系统 .但 是 ， 我 们 注意 
到 , 现金 管理 系统 一 般 说 来 为 时 滤 控 制 系统 . 我 们 必须 运用 时 小 控 
制 最 优 控制 理论 ， 才 能 更 准确 地 解决 其 最 优化 问题 . 

有 些 学 者 ， 如 SureshP Sethi, GeraldL.Thompson[21] 和 潘 群 
Ж po), 已 对 现金 管理 系统 的 最 优 控制 作 了 一 些 讨论 .他 们 指出 ， 
在 现代 经 济 管理 过 程 中 ， 一 些 单位 (如 家 庭 ， 企 业 等 ) 的 决策 者 ， 
通常 要 面 对 这 样 一 个 问题 : 必须 将 部 分 资金 以 活期 存 入 银行 , 以 便 
当 需 要 时 可 随时 取出 ， 同 时 将 另 一 部 分 资金 用 来 购买 证 券 ， 以 便 
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KHER. {Н {8 Dr 6 EREN ALEM, 不然 的 话 , 如果 
买 的 太 多 , 当 急需 时 ， 不 得 不 卖 出 一 些 证 券 , 而 且 要 付 更 多 的 钱 给 
证 券商 . 为 此 ,他 们 给 出 了 这 类 控制 系统 的 数学 模型 ， 并 求 出 一 些 
解 . 但 是 ,他 们 都 忽略 了 一 个 重要 的 事实 ,这 就 是 , 无论 是 以 活期 
存 入 银行 还 是 购买 证 券 , 其 利息 不 可 能 立即 得 到 ， 只 能 在 一 定时 期 
以 后 才能 得 到 . 这 就 是 说 ， 它 存在 滞后 现象 . 我 们 必须 对 此 作 进 一 
步 地 讨论 . 
本 节 对 要 讨论 的 现金 管理 系统 ， 我 们 总 假定 具有 下 列 特点 ， 
所 有 的 现金 只 存 作 两 种 形式 ， 即 或 者 以 活期 存 入 银行 ， 或 者 
购买 证 券 
2. 活期 存款 利息 rl 和 证 券 红 利 т; 均 为 常数 ; 
.活期 存款 的 最 z, (t) 和 证 券 的 量 z(t) 均 以 现金 的 量 (元 ) 来 
ig, 
:购买 或 卖 出 证 券 , 必须 以 每 元 证 券 a 元 的 证 券 交 易 费 率 (0 < 
a < 1) 付 给 证 券商 ; 
5. 设 u(t) 为 证 券 购买 (> 0) 或 出 售 (< 0) 速率 (对 u(t), RINE 
定 其 不 超过 一 定 的 范围 ， 不 妨 设 lu(t)| < 1). 
显然 , 在 任何 时 刻 tz({t) 的 变化 率 等 于 现金 的 流入 速率 减 去 现 
金 的 流出 速率 ， 这 样 我 们 可 以 得 到 时 滞 现 金管 理 系统 
2100) =rızı(t- 1) + d(t) — u(t) — olu(f)l, 
210) = rəzə(t — 1) + u(t), 
这 里 d(t) 为 生产 率 (> 0) 或 消费 率 (< о). 


这 样 我 们 要 讨论 的 问题 可 化 为 ， 当 u(t) 为 何 值 时 ， 在 了 时 刻 
的 钱 的 总 数 


е 


Ф 


(4.1) 


J(T) = z) (T)+ zx(T) (4.2) 
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能 够 达到 最 大 值 ? 

对 照 系统 (1.1) 和 (1.2) 可 见 这 是 一 个 时 灌 控 制 系 统 ， 因 而 可 
用 定理 1.1 的 结论 . 

系统 (4.1) 的 伴随 方程 为 


Plt) = —rip(t + 1), b<t<T- 
P(t) = 0, T-1<t<T, (4.3) 
Pi(T) =-1, 
palt) = -тор(# + 1), ю<4<Т-1, 
p(t) = 0, T-1<t<7, (4.4) 
ФТ) = -1, 

系统 (4.1) 的 Hamilton 函数 为 


H = p(t)lrızı(t — 1) + d(t) — u(t) – а|щ(®)| 
q + p2(t)(raz2(t — 1) + u(t)] 
= pi(t)rizi(t — 1) + ps(t)rəzə(t — 1) + n (t)d(t) 
+(pa(t) — pı(t)u(t) — api (#14(0)1) 
= pi(t)rizı(t — 1) + pa(t)raza(t — 1) + pi(t)d(t) 
~apı()(lu(t)| + (1 — BE u(t). 
定理 4.1 HRA (41), MH T --k-1<t1<ST-k, (k = 
0.1,2,....IT]) 时 ， 其 伴随 方程 (4.3)(4.4) 的 解 为 


(4.5) 


Р 
nOD gaT- ktit- o, 
ЭЕ 


à 
m2) = DO p(T - k + ra(T — k = t)i. 
i=0 ” 
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EY: #4 T -1<t< TB, р) = -1 

3 T-2<t<T-lB, P(t) = -run(t + 1) = т, 则 
p(t]=n(t-T+1)- 1 

384 T-3<t<T-2B, 

pilt) = —rıpı(t + 1) = -rf(t-T +2) +r, 


则 
pilt) = (tT +2)2 + i(t- T +2) + p(T- 2); 
当 T-4<t<T-3 时 ， 
рф) = -rıpı(t+ 1) = F(E-T +3) 
-r?(t—T +3) — rıpı(T - 2), 
则 


p(t) = Ft- T +3) - -Т+3)%+(-т)р(Т-2) 
@-Т+з)+р(Т-3); 
当 T-5<t<T-4 时 ,， 
p(t) = -rıpı(t+ 1) 
=-ў@-Т+4%+@-Т+4)° 
+rip(T-2)(t- T + 4) - rıpı(T 3), 
则 
рб =@р(Т)@-Т+4)#-}р(Т-1)@-Т+4)+ 
+ (7-26-74) 
~rıpı(T — 3)(t -T +4) + p(T - 4) 
4 
= ат-ат = 4-9 
我 们 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 4T-k-1<t<T-k, (k= 
0,1,2,...,IT)) 时 ,有 


pO) = DD p(T k+l(T kd (46) 
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同 理 ， 由 (4.5) 我 们 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 当 工 -1 S 

t<T-k，(k=0,1,2,…,[T]) 时 ， 有 
k 
m= Урт к-к) (6) 
=0 ~ 

定理 4.1 证 毕 . 

显然 p(t) < Opatt) < 0. 

由 (4.5) 和 定理 1.1 可 得 

定理 4.2 对 系统 (4.1) 关于 性 能 指标 (4.2) 的 最 优 控制 为 


n-a 
ELR i Mi ий! < 
-sigt В), th- BR > 1, из) 
o, n- BRs о, ` 


-sign(1— 2), |1- a> a. 


由 (4.6)(4.7)(4.8) 和 条 件 p (t) = p(t) = -1(T - 1 < t < T), 
对 于 任何 给 定 的 T, rir 和 о, 我 们 可 以 直接 用 计算 机 求 得 最 优 控 
制 ， 其 求解 步 又 可 为 


1. 由 (46) fl p(t) = -1(T — 1 < t < T), RITR p(t) TE 
[to, T] 上 的 值 ; 


2. 由 (4.7) 和 p(t) = -1(T -1 < t < T), 我 们 可 求 p(t) 在 
lto,7] 上 的 值 ; 


3. 计算 2O) 的 值 ; 
4. ШЖ - BR] < a, WE u(t) = 0, 
ЮЖ 1 — BE] > a, 则 有 u(t) = -sign(1 - 2Û). 
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%. 


通过 上 述 方法 ， 我 们 当然 可 以 用 计算 机 求 得 [to T) 上 任何 时 
刻 的 最 优 控制 . 但 是 ,为 了 更 进一步 说 明 问题 , 我 们 可 给 出 一 些 讨 


显然 , 当 T-1 < t < T Bf, p(t) = p(t) = —1, ЙТЫ п- 0 = 


0<a, 则 有 u(t)=0. 


1. 


е 


= 


当 T 了 -2 <t<T 了 一 1 时， 可 分 为 如 下 几 种 情况 : 

如果 我 们 要 1 如 < a ,只 要 1~a < 204 Bpa, = p(t) < 

(1- а)р (2), Ё ri(t-T+1)-1 < (1-а)(т(-Т+1)- 1), 
а 


EL E VENN R 
салдат пел 


HT t< T - 1, 故 上 述 不 等 式 总 是 成 立 的 . 


.如 果 我 们 要 1- Р) > 0,= p(t) - p(t) > O 


=(т-т)@-Т+1)>0,=-Т+1>0, 
йз<т-1Жй, #1-Р{@ > 0 不 可 能 成 立 . 


.如 果 我 们 要 


Е 
m(t) 
(i) # (1+ a)r > ra Bf, 
Et-T+1< qe *t<T-1+ qe 
BH FEST ~1, FA 1- BÛ > -a 总 成 立 . 
(i) ж (1+ arı < ra Pf, Во < ,我 们 需要 + 一 T+1> 


makna => Т-1+ qe. 这 样 , fm I< T-1+ 
бтз, DA 1- В < -a 这 时 我 人 有 


2 -a,€ (1 + a)rı ¬ r2)(t— T +1) < a 


щй = 0, TLNE GG EST 
L T-2<t<ST-1+ р: 
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由 上 面 的 讨论 可 见 ， 最 优 控制 u(t) WEARS rr 和 o 有 关 . 
特别 是 ， 如 果 了 = 2, 我 们 有 


1. 当 (1+a)r >ra В, u(t)=0, (0<1< 2); 


2. % (1+a)rı < rs B$, 


upa 0, 1+TH <t<2, 
$; 站 
由 此 , 我 们 可 以 得 到 , 当 活 期 存款 利息 n 大 于 т. 时 , 我 们 不 必 购 


Ez 


买 证 券 ; 只 有 当 活期 存款 利息 ri 小 于 та, 时 ， 才 考虑 购买 证 券 . 


MT > 2 时 ,情况 将 更 为 复杂 ,讨论 起 来 要 困难 一 些 ,但 是 ， 
我 们 可 以 用 计算 机 和 以 上 给 出 的 方法 ， 求 出 最 优 控制 . 


T 


10] 


11 


参考 文献 


WARA, £ h Ж йн и, 安装 教育 出 版 社 , 合肥 ，1994. 
12. 


Hale J., Theory of Functional Differential Equations, Sprin- 
ger Verlay, 1992. 


李 麻 林 、 温 立志 ,， 泛 男 秽 分 方程 ， 湖 南 科技 出 版 社 ，1986. 


泰 元 动 、 刘 永 清 、 王 联 、 郑 祖 订 ， 带 有 时 兆 的 动力 系统 运 
动 稳定 性 ， 村 学 出 版 社 ， 1989. 


F.R.Gantmacher, The theory of Matrice, Vol.2, New York, 
Chelsea, 1974. 


Boyarinchev, U.E., Solution of Ordinary Differential Equa- 
tion of Degenerate System, (Russian), Science, 1988. 


S.L.Campbell, Singular Systems of Differential Equation 
(П), Pitman, 1982. 


L.Dai, Singular Control Systems, Springer Verlag, 1989. 


张 金 水 ， 广 义 系 统 经 济 控制 论 ， 清 华 大 学 出 版 社 ， 北 京 ， 
1990. 


刘 永 清 、 唐 功 友 ， 大 型 动力 系统 的 理论 与 应 用 (8 3), # 
后 .稳定 与 控制 ， 华 南 理 工大 学 出 版 社 ， 1992. 


谢 绪 恺 ， 现 代 控制 理论 基础 ， 辽 宁 人 民 出 版 社 ， 1980. 


8 考 XR 223 


14 


15 


22 


23 


12] жж. хаж, KEAN ARGES É B) (Ж 5), ж 


度 型 脉冲 大 人 系统 的 稳定 .镇定 与 控制 ， 华南 理工 大 学 出 版 
社 ， 1996. 


13 | Wieslaw Krawcewicz and JianHong Wu, Theory of Degrees 


with Applications to Bifurcations and Differential Eqations, 
John Wiley and Sons, Inc.1996. 


ХЖ, Инн йө у ЖК, HF hÈ, 
1993. 


郑 祖 麻 ， 灌 量 与 周期 解 的 存在 性 ， 安 得 大 学 学 报 ， 1981, 
No.2, 22—28. 


刘 正 荣 、 地 继 彬 ,哈密 顿 条 统 与 时 滞 抽 分 方程 的 周期 解 ， 
科学 出 版 社 ， 1996. 

Jean-Pierre Aubin and Arrigo Cellina，Differential Inclu- 
sions, Springer-Verlag, 1984. 

夏 小 华 、 高 为 炳 ， 非 线性 控制 及 解 炳 ， 科 学 出 版 社 ，1993. 


HEZ, MEARE (A, B) 特征 于 空间 与 大 系统 分 散 控 
制 ， 科 学 出 版 社 ， 1993. 


AHR, eo AES S A titit. PHA kikin, 
合肥 ， 1993. 


Suresh P.Sethi and Gerald L.Thompson, Optimal Control 
Theory 一 Applications to Management Science, Martinus 
Nijhoff, 1981. 


Daniel Cobb, Controllability , Observability, and Duality 
in Singular Systems, IEEE Trans. Automat.Contr., 1984, 
AC29(12), 601—611. 


美德 思 ， 经 济 控制 论 概论 ， 中 国人 民 大 学 出 版 社 ， 1988. 


224 退化 、 时 全 油分 系统 


24] REK, 滞 量 对 解 的 存在 唯一 性 的 有 影响， 安徽 大 学 学 报 ， 
1983, No.1, 1—5. 


25 ] 杨 万 年 ， 柚 分 流 形 机 其 应 用 ， 重 庆 大 学 出 版 社 ， 1992. 


26] NHK, 4Ë “ КМА 型 FDE ”的 发 展 与 应 用 ， 安 徽 大 学 
学 报 ， 1994, No.1. 


27 ] 蒋 成 ， 关 于 可 与 其 浙 缩 线 登 合 的 平面 曲线 方程 ， 工 科 数 
学 ， 1992, No.4. 


28] 任 洪 善 ， 一 类 有 界 光量 的 自治 RFDE 的 变异 性 ， 第 二 次 
全 国 FDE 交流 ， 1982. 


29] 王 克 ， 可 变 时 兆 泛 函 微分 方程 的 基本 理论 ， 东 北 师范 大 学 
硕士 论文 . 
30 ] Yip E.L.and R.F.Sincovec, Solvability Controllability and 


Observability of Continuous Descriptor Systems, IEEE 
Trans.AC26.3, 1981, 702—706. 


31 ] 郑 祖 麻 ， 汽 函 微 分 方程 的 发 展 和 应 用 ， 数 学 进展 ， 1983， 
No.2, 94—111. 


32] 王朝 珠 、 工 立意 ， 广 义 动态 系统, 控制 理论 与 应 用 ，Vol.3， 
No.1, 1986, 2—12. 


33 ] EAR ЖЕФ, 广义 条 统 的 状态 观测 器 , 第 五 界 全 国 控制 
理论 及 其 应 用 学 术 交 流 会 议论 文集 ， 上 册 ，1985, 31—15. 


34 ] 谭 连 生 、 范 文 浅 ， 坷 异 系统 的 稳定 化 通过 一 般 状 态 反 蚀 的 
可 解 性 ， 自 动 化 学 报 ， 1997, No.1. 


35] АЕ. а, ФЕВР Неше, Ва 
决策 ， 1989, 1, 44—48. 


® 5 XR» 225 


37 


42 


45 


46 


HEAL, $ 4 tt b k £ fR 65 88 HE СУ tt 
的 可 能 性 ， 控 制 理论 与 应 用 ， 1993, 10(6), 724—727. 


杨 成 桥 、 邹 云 ， 广 义 系统 的 输出 秘 定 化 通过 MPD 反馈 的 
可 解 性 ， 控 制 理论 与 应 用 ， 1989, 6(1), 43—50. 


刘 晓 平 、 张 碘 沽 ， 非 线性 奇异 系统 的 线性 化 , 信息 与 控制 ， 
1993, No.4, 209—214. 


NAHE. KAR, ERARE ARAL, ЮИ 
与 决策 ， 1992, No.5, 372—376. 


fait, ZMH, 广义 休 统 结构 稳 完 的 正常 动态 补偿 器 ， 
杂 统 科学 与 数学 ， 1987, 7(1), 89—93. 


高 志 伟 、 王 先 来 、 李 光 来 、 王 江 ， 广 义 分 数控 制 信 统 的 闭 
环 正则 性 ， 系 统 工程 理论 与 实践 ， 1996, No.9, 1—4. 


高 志 伟 、 李 光 泉 ， 广 义 分 散 前 馈 控 制 系统 国定 模 的 进一步 
研究 ， 自 动 化 学 报 ， 1996, 22(2). 


ERF, AEN, EEERREM LARS PAR 
分 层 特征 ， 控 制 理论 与 应 用 ， 1995, No.4, 445—451. 


张 庆 灵 、 胡 仰 兽 ， 广 义 分 散 控制 条 统 的 结构 脉冲 国定 模 ， 
系统 村 学 与 数学 ， 1993, No. 2, 97—101. 


高 志 伟 、 地 光 来 、 王 江 ， 广 义 线性 系统 的 分 散 控制 ， 控 制 
理论 与 应 用 ， 1995, No.2, 236—240. 


谢 绪 忙 、 旗 海 甘 ,分数 控制 条 统 的 固 完 模 式 ,自动 化 学 报 ， 
1986, No.2, 185—189. 


Wang DianHui, Xie Xukai, Elimination of Impulsive Modes 
by Output Feedback in Descriptor Systems, 控制 理论 与 应 
Fl, 1995, No.3, 371—376. 


226 


退化 、 时 洁 微 分 系统 


48 


49 


50 


51 


52 


53 


54 


55 


56 


57 


58 


59 


HEE, ERE. HR, EFE, хө B 
定 模 的 统一 判定 ， 自 动 化 学 极 ， 1995, No.2, 145—153. 


PZA, HRH, RAA, REAG A tt 
性 化 ， 控 制 理论 与 应 用 ， 1996, No.6, 833—837. 


王朝 珠 、 王 恩 平 、 广 义 分 散 控制 条 统 的 无 穷 远 固 完 模 ， 打 
统 科学 与 数学 ， 1988, No.2, 142—150. 


许可 康 、 韩 京 消 ， 夺 异 系统 的 一 类 新 型 观测 器 ， 控 制 理论 
БАЙ, 1995, No.3, 358 一 362. 


许可 康 、 吴 荣 ,线性 夺 异 条 统 的 滤波 问题 , 科学 通报 ，1994， 
No. 10, 874—877. 


Shui-Nee Chow and Wenzhang Huang, Singular Perturba- 
tion Problems for a System of Differential-Difference Equa- 
tions, J.Differential Equitions 112(2), (1994), 257—307. 


Jiang Wei(# B.) and Zheng Zuxiu, On the Degenerat Dif- 
ferential Systems with Delay, Ann.Dif.Equs., Vol.14, No.2, 
1998. 


薪 成 ， 广 义 时 淆 控制 系统 的 输出 反馈 正常 化 ， 安 徽 大 学 
96 学 术 活动 月 论文 选编 ， 安 徽 大 学 出 版 社 ， 合 肥 ， 1996, 
310 一 313. 


ЖЖ. ER. 徐建华 , 运 化 时 淆 微分 系统 解 的 指数 估计 ， 
待 发 表 . 


蒋 成 ， 退 化 时 淆 搬 分 系统 的 可 解 性 ， 待 发 表 . 


王 志 成 、 文 贤 章 、 废 建设 ， 具 时 清 的 竞争 权 型 的 分 枝 ， 全 
国 条 六 次 泛 函 得 分 方程 学 术 会 议 交流 论文 ， 1997. 


薪 成 ， 膛 化 中 立 型 得 分 来 统 的 常数 变易 公式 和 通 解 ， 应 用 
数学 学 报 ， 1998 年 第 4 期 . 


# 考 x 献 227 


61 


62 


63 


64 


65 


67 


69 


HE. Wika, EHARA to š 4, FRA. 


Aik, Wk, TTE FDE 与 退化 FDE 的 儿 个 问 
题 ， 全 国 第 六 次 汽 夯 微分 方程 学 术 会 议 交 流 论文 ， 1997， 
6. 


薪 威 ， 兆 后 控制 系统 的 能 控 性 与 终点 时 刻 问 的 相关 性 ， 安 
化 大 学 95 学 术 活 动 月 论文 选 料 , 安徽 大 学 出 版 社 , 合肥 ， 
1995, 63—66. 


Ж ER, 进化 时 淆 差分 系统 的 解 ,数学 研究 ，Vol.31， 
No.1, 1998, 44--50. 


] Zhang Shunian, Stability of infinite Delay Difference Sys- 
tems, NonlinearAnalysis, Theory, Methods and Applica- 
tions, Vol.22, No.9, 1994, 1121—1129. 


时 宝 、 王 志 成 、 黄 立 宏 , 有 限时 滞 莽 分 方程 的 稳定 性 , 全国 
第 五 届 常 徽 分 方程 稳定 性 理论 及 应 用 学 术 会 议论 文集 ， 
30-33, 刘 永 清 等 编 ， 大 连 海事 大 学 出 版 社 ， 1996. 


Shi B., Wang 7. C. and Qian X. Z., Uniform stability in 
sequential difference equations, submitted. 


时 宝 、 王 志 成 、 废 建设 ， 时 淆 差分 方程 替 解 全 局 渐 近 黎 定 
的 充分 必要 条 件 及 其 应 用 ， 数 学 学 报 ， 已 录用 . 


Shi B., Wang 7. C. and Yu J. S., Asymptotoic constancy of 
solutions of linear parabolic Volterra difference equations, 
Computers Math. Applic., 32(1996), 8, 65-77. 


Shi B., Wang Z. C. and Yu J. S., Global asymptotoic stabil- 
ity in a nonlinear nonautonomons difference equation with 
delays, Computers Math.Applic., accepted. 


HE, LEA. RER, Л Йун М БЛ ЛИЕ 
稳定 性 ， 高 校 应 用 数学 学 报 ， 12A{1997), 1. 


228 


退化 、 时 法 微分 系统 


71 


72 


73 


74 


75 


76 


77 


78 


81 


Shi B., Wang 2. C. and Yu J. S., Square summable stabil- 
ity and existence of positive solutions in neutral Volterra 
difference equations, to appear. 


Shi B., Wang Z. C. and Yu J. S., Square summable stability 
in neutral parabolic Volterra difference equations, Methods 
Appl. Anal., 3(1996), 2, 273-284. 


Shi B., Wang Z. C. and Yu J. S., Stability and boundedness 
in difference systems with finite delay, Mathl.Comput.Mod- 
elling, accepted. 


J.Kato, On Liapunov-Razumikhin type theorems for func- 
tional differential equations, Funkcialaj Ekvacioj, 16(1973), 
225—239. 


王 志 成 、 钱 祥 征 ， 中 立 型 泛 夯 得 分 方程 的 秘 定 性 理论 ， 全 
国 第 一 届 汽 夯 徽 分 方程 学 术 会 议 交流 资料 . 


хаж. В, жажда аА К, иф 
大 学 学 报 ， 3(1979), 15—24. 


ЯЖ, ARAA NFDE 的 指数 多 定性， 安徽 大 学 学 报 ， 
1991, No.1. 


Jiang Wei( 荐 成 ) The Mo-stability of Solutions of Retar- 
ded Functional Differential Equations, Ann of Diff Fqs., 
1993, No.1. 


Hk, LF HF МЕРЕ 的 秘 定性 , 淮北 煤 师 院 学 报 ，1994， 
No.3. 


素 元 晶 、 俞 元 洪 ， 一 类 有 时 淆 的 役 分 系统 的 无 条 件 侈 定 
性 ， 控 制 理论 与 应 用 ， 1(1984). 


阐 云 水 、 蒋 成, 关于 涪 后 壳 条 数 线性 微分 方程 V- 汽 济 存 在 
的 充 要 条 件 ， 安 徽 大 学 学 报 ， Vol.20, No.3, 1996, 24—28. 


参 * x 献 229 


82 


83 


87 


89 


91 


关 治 洪 , +9 AR Ж titik X $O f t 5 
性 等 价 ， 应 用 数学 ， 1997, 10(1), 96—100. 


张 庆 灵 ， 广 义 来 统 结构 稳定 性 判别 的 李 亚 普 诺 夫 方 法 ， 来 
统 科 学 与 数学 ， 1994, 14(2), 117 一 120. 


RIH, n 阶 党 系数 线性 时 淆 秽 分 方程 无 条 件 秘 定 的 代 
数 判 据 ， 安 徽 大 学 学 报 ， 1983, No.1, 26—32. 


Жи, HBK falà e) f Det(aij + Бел" — 
6ij 和 )nxn 替 点 全 分 布 在 复 平面 左 半 部 的 代数 充分 准则 ， 
科学 通报 ， 1982, No.10, 577—580. 


Jiang Меі(# Ж), Wang Zhicheng and Zheng Zuxiu, The 
V-functional Method for the Stability of Degenerate Dif- 
ferential Systems with Delays, Diff.Equas.Dyn.Sys., ( 4k 
ж). 


Jiang Wei(# 8), Wang Zhicheng and Zheng Zuxiu, Alge- 
braic Critera of Stability for All Values of the Delays of 
Three-Dimensional Degenerate Differential Systems with 
Delays, (To appear). 


Ж. Эла, Z IRS И НО HERK 
剂 据 ， 数 学 季刊 ， 1998 年 第 1 期 . 


D.H.Chyung and Е.Вгисе Lee, Linear Optimal Systems 
with Delays, J.SIAM Control Vol4, No.3, 1966, 548—575. 


薪 威 ， 淆 后 非 线 性 条 统 的 一 般 化 最 优 控制 ， 安 徽 大 学 学 
报 ， Vol.20, No.2, 1996, 16 一 21 


Jiang Wei(# &), Optimal Control of Financial Manage- 
ment Systems with Delay, Ann.of Dif. Eqs., Vol.13, No.2, 
1997, 146—153. 


230 


Ж. Жил 


92 


95 


97 


98 


薪 威 ,中立 型 线性 控制 系统 的 最 优 控制 , 工科 数学 ，Vol.11， 
No.2, 1995, 17 一 23. 


薪 语 、 郑 祖 订 ， 状 态 右 身受 限 的 滞后 控制 系统 的 最 优 近 
制 ， 应 用 数学 和 力学 ， Vol.20, No.9, 1997, 813—818. 


Ronald B.Zmood, The Euclidean Space Controllability of 
Control Systems with Delay, SIAM.J. Control, Vol.12, 
No.4, 1974, 609—623. 


Leonard Weiss, On the Controllability of Delay-Differential 
Systems, SIAM J.Control, Vol.5, No.4, 1967, 575—587. 


ERE, PLAE C- 可 控 性 的 一 个 注 记 ， 控 制 与 决策 ， 
Vol.9, No.6, 1994, 479—480. 


张 国 山 、 谢 绪 恺 ， 广 义 分 数控 制 条 统 的 DR- 能 挖 性， 控制 
理论 与 应 用 ， Vol.12, No.6, 1995, 704—711. 


唐 万 生 、 李 光 来 ， 广 义 泉 统 的 能 控 性 、 能 观 性 判别 条 件 ， 
自动 化 学 报 ， Vol.21, No.1, 1995. 


99 | Jiang Wei( Ë ж), The Output Controllability of Linear Sys- 


tem with Delay, Ann.of Diff.Eqs., Vol.10, No.5, 1995, 39— 
43. 


100) 薪 成 ,一 类 具 独 立 子 系 统 的 广义 时 淆 控制 系统 的 能 控 性 ， 
HRA. 


101) FA. ARE, KTE 66 G ikt H A b ah teth 


注 记 ， 安 徽 大 学 学 报 ， 1994, No.2. 


102] 薪 成 、 王 志 成 ， 广 义 时 兆 控 制 系统 的 能 控 性 ， 待 发 表 . 


103] 和 蒋 成 ， 中 立 型 线性 控制 系统 的 能 控 性 ， 中 国 榨 制 论 会 议论 


文集 ， 科 学 技术 出 版 社 ， 北 京 ， 1995, 121—128. 


2 5 х в 231 


1104 和 蒋 威 ， 非 线性 中 立 型 控制 条 统 的 函数 能 挖 性， 数学 研究 ， 
Vol.29, No.4, 1996, 55—60. 


[105| 蒋 成 ， 当 代 社 会 科学 大 词典 (系统 论 和 控制 论 部 分 ), 南京 
大 学 出 版 社 ， 1995. 


[106] 葛 咸 ,关于 决策 态度 对 决策 的 影响 , 安徽 大 学 学 报 ，Vol.22， 
No.1, 1998, 27—31. 


[107] Jiang Wei(3$ Ж) and Zheng Zuxiu, The Optimal Control 
of Delay Control Systems with Restricted State Right End- 
point, Applied Mathematics and Mechanics (English Edi- 
tion), Vol.18, No.9, 1997, 871—876. 


